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1. INTRODUCTION

Le probléme classique du scrutin, posé par Joseph
Bertrand [2] et résolu plus élégamment par Désiré André [1],
concerne le recomptage, aprés mélange,des bulletins dun vote,l
uninominal dans lequel un premier candidat a obtenu ay vVOoix
et un second a, voix, avec ay > a, la probabilité pour

qu'au cours de ce recomptage le premier candidat demeure

) constamment en téte au sens strict est ,15?
|
! S 7
(1) plajsa,) = —2 Ny
a; + a, ;:égi

Un des traits remarquables de ce probléme est un cer-
tain contraste entre la simplicité de 1'énoncé et de la so-

lution, et 1'ingéniosité de la méthode ("principe de réfle-

—_—

xjon") permettant d'établir le résultat.

U><\

Dans ce qui suit nous appellerons le probléme évoqué
\ . . . N . f\
\ ci-dessus la "version stricte" du probléme du scrutin. Pour

le résoudre on passe généralement par une “version large™du
[
\

-

méme probléme, laquelle consiste & supposer que ay = a, et a

[ f

demander avec quelle probabilité 1e premier candidat demeuré\u;
S

L?Horato:re de recherche

1 WiV AARD



G.
70

KREWE?A,S_

constamment en téte au sens large. La résolution decet

te version large consiste en un dénombrement des che-
mins qui, dans N x N, joignent le point (0,0) aupoint
(al,az) en ne passant que par des points (xl,xz) pour
lesquels on a Xq > Xo dénombrement classique qui don-

ne un nombre de chemins é&gal a

(a1+a2)!(a1-az+1)

(al+1)!a2!

(2)  flag.a,) =

La probabilite q(al,az), réponse & la question de
la "version large", est le quotient de (2) par le bino-

mial (a1+a2)!/a1!a2! , c'est-a-dire
a,-a,+1

_ 172

(3) q(ag.a,) = 2

a1+l

I1 ne s'attache pas en général & la formule (3) un

intérét aussi considérable qu'a la formule équivalente

(2). En effet cette formule (2) se généralise classi-
quement & un nombre quelconque n de candidats, ayantob
tenu respectivement al,az,'...,an voix, avec

ay = a, z ,.. = a, grdce au dénombrement des chemins
qui, dans N" , joignent (0,0,...,0) & (21285,-..5a0)

en ne passant que par des points (xl,xz,...,xn) satis-
faisant a X4 = Xo Z .., 2 Xq - La formule généralisant
(2) est alors

Sur un probléme de scrutin a plus de deux candidats

(a1+a2+...+an)! | I (ai—aj-i+j)

1<i<j<n
(a +n—1)!(a2+n—2)! ...;(a

(4) f(gl,az,...,an) =

+1)la !

1 n-1 n

C'est la célébre formule de Young, établie par ce
Tui~ci [7] & 1'occasion de ses études sur la représen-

tation du groupe symétrique.

Rappelons deux autres formulations, manifestemeﬁt
équivalentes, de la question & laquelle répond la for-
mule de Young : c'est le nombre d'ordres de construc-
tion "acceptables" d'un muret de briques construit sur
1'axe des x , adossé & 1'axe des y et formé de n cou-
ches successives de 31585500058 briques ; et c'est
aussi le nombre de chemins qui, dans le treillis de
Young, Jjoignent 1l'origine au point (al,az,...,an) (cf.

(4}, p. 35).

Rappelons aussi que la formule de Young a regu
plus tard la trés belle reformulation de Frame, Robin-
son et Thrall par les longueurs d'équerre (hook ltengths)

[31.

En divisant f(a .,an) par le multinomial

12800

! 1 | i i -
(a1+...+an)./a1. -2l on obtiendrait une expres
sion mondme de la probabilité correspondante

q(al,az,...,an), qui répondrait & 1'extension & n can-
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didats de la "version large" du probléme du scrutin.

L'objet central du présent travail est de généra-
liser au cas de n candidats la version stricte du pro-
bléme du scrutin. On suppose que les nombres de voix
obtenues sont

a, > a, > ... > a,

et 1'on exige que les situations transitoires
(xl,xz,...,xn) rencontrées pendant le recomptage aprés

mélange satisfassent "autant que possible” a
Xy 2 X, > ... 2 X

Les mots "autant que possible" signifient que les
k derniéres inégalités strictes ne sont pas (et ne peu-
yent pas étre) exigées tant qu'aucun des k dernierscan

didats n'a encore été crédité d'une voix.

Plus précisément, nous montrerons que la probabi-

1ité correspondante est

' d. - d-
(5) pajsays...hay) = \ . J

1<i<j<n a,+a

ce qui est une extension remarquable, et & notre con-

naissance nouvelle, de la formule (1).

Sur un probléme de scrutin 2 plus de deux candidats
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Aucun argument probabiliste simple ne semble pou-

voir é&tre invoqué pour prouver que

p(al,az,...,an) = ‘ I p(ai,aj)

1<i<jsn

Nous prendrons donc le parti d'établir d'abord
1'analogue, en version stricte, de la formule (4), pour
arriver ensuite & (5) par division par le multinomial

| | i 1
(a +a +...+an)./a1.a2....a !

1 72 n

2, LE TREILLIS DE SYLVESTER

On appelle, d'une maniére maintenant traditionnel-
le, "suite de Young" toute suite finie, décroissante au
sens large, d'entiers non-négatifs, éventuellement pro-

longée par autant qu'on veut de termes nuls.

Nous proposons d'appeler "suite de Sylvester” tou-

te suite, décroissante au sens strict (et par conséquent

finie) d'entiers positifs, éventuellement prolongée par
autant qu'on veut de termes nuls. Nous choisissons cet-
te dénomination parce que Sylvester a spécialement étu-

dié ces suites{[6], cité par [5]).

Exemples: 6 5 5 3 1(0 0 0) est une suite de Young
(mais non de Sylvester)
754 1(0 00 0) est une suite de Sylves-
ter (donc également une
suite de Young).
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Les suites de Young se structurent, par les opéra-
tions inf et sup décomposées terme 3 terme, en un treil-
1is qui a été &tudié en détail (cf. [4), p. 32). I1 est
clair que les suites de Sylvester forment un sous-treil-
1is du treillis de Young, sous-treillis que nous appel-

lerons le treillis de Sylvester.

Etant donné deux suites de Sylvester

et X = (x1 X, cee )

nous dirons que X' est antécédente de X (ou que X est
conséquente de X' , ou couvre X') s'il existe un indi-

ce k tel que

X, = x&+1 et ¥ifk X; = x%

Les figures n% 1 et 2 représentent cOte 3 cOte
par leurs “graphes de couverture" le treillis de Young
et le treillis de Sylvester. Les deux figures s‘'arré-
tent & des "niveaux" différents (niveau = somme des ter
mes) parce que le treillis de Sylvester se complique

moins vite que le treillis de Young.

Sur un probléme de scrutin 4 plus de candidats
75

37w 32 34 2 21 Uil

Fig. 1

De méme qu'un recomptage de bulletins, dans 1la
version large du probléme du scrutin, est un cheminement
d'antécédent en conséquent dans le treillis de Young, de
méme un recomptage dans la version stricte.est un che-

minement dans le treillis de Sylvester.

Soit A = (al,az,...,an) un point du treillis de
Sylvester. Tout cheminement qui arrive en A passe par
1'un des antécédents Z de A ; si donc on appelle g(A) le

nombre de cheminements aboutissant en A, il estclair que

Z 9(Z)

(6) -g(A) =
Zant. deA

La formule que nous nous proposons d'établir est
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(a+a +...+a ) ! l | a. - a;
(7) 9(31’32""’an) = M . LI .

131 ! <3 ] < . .
ajta! L..oap! 1<1<j=<n a; + aJ

La méthode utiliséesera la récurrence par rapport
au niveau m=a +a,+...+a, de A , puisque tous les an-
técédents de A sont de niveau m-1 , et que la formule

se vérifie trivialement pour les premiers niveaux.

Donnons-nous A au niveau m du treillis de Sylvester
et supposons (7) é&tablie pour tous les antécédents de A
appartenant au niveau m-1 dece treillis. Pour passerdeA
i un antécédent i1 faut diminuer d'une unité un terme et
un seul de A, par exemple Te k-iéme. Mais il peut se fai-
re que pour certaines valeurs de k la suite Ak ainsi ob-
tenue ne soit pas de Sylvester : cela arrive si et seule-
ment si ak-l = A - Si néanmoins on calcule pour une
telle suite Ak le second membre de (7), le facteur
ai—aj devient nul pour i=k et j=k+1 , donc la contribu-
tion d'une telle suite & une somme de termes g(Ak) est

nulle.

IT en résulte que, pour conduire la démonstration

par récurrence, on peut remplacer (6) par

n
(8) g(h) = =

Sur un probléme de scrutin 2 plus de deux candidats

(Fh\ 77

ol 1'on désignera par Ak la suite (de Sylvester ou non)

obtenue en remplagant a, par ak—l

Par hypothése de récurrence on peut appliquer la
formule (7) au calcul de g(Ak). Le remplacement de ay
par ak-l a pour effet de remplacer le facteurmultincmial

du second membre de (7) par

c'est-a-dire de le multiplier par ak/(a1+...+an).

Le calcul de g(Al)+g(A2)+...+g(An) fait ainsi apparafitre

le facteur commun (a1+...+an—1)!/all...an! ; il se raméne

donc & calculer la somme 3y Pk , ol Pk désigne ce

(U o =1

1

que devient le produit

(9) P = l_l ai—al

lorsqu'on y remplace a, par ak—l

Pour montrer que la somme finale est bien celle
qu'indique la formule (7), i1 suffira de montrer que

(10) a1P1+a2P2+...+anPn = (a,ta +.,.+an)P
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Or (10) se présente comme une identité entre frac-
tions rationnelles de n variables, que rien n'empéche
de continuer & appeler a1 a2 R L'établissement
de cette identité exige une organisation soigneuse du

calcul algébrique, laquelle est présentée dans le § sui-

vant.

Bien entendu un tel calcul n'est pas nécgssaire si
1'on n'a besoin d'établir 1'identité que pour une trés
petite valeur de n, par exemple n=3. Elle s'écrit en ef-

fet alors

a,(a-l—b)(a—l—c)(b—c) +b (a-b+1) (a-c){b-1-c)
(a-1+b) (a-1+c)(b+c) (a+b-1) (a+c) (b-1+c)

+C(a-b)(a—c+1)(b—c4cll= (a+b+c)§a-b}(a—c){b—c)
(a+b) (a+c-1) (btc-1) (a+b) (a+c) (b+c)

Un calcul direct (encore que déja un peu lourd)

permet alors de vérifier cette identité,

3. DEMONSTRATION GENERALE DE L'IDENTITE (10)

La fraction rationnelle P définie par (%) a pour

dénominateur

Sur un probiéme de scrutin 4 plus de(ﬁy,x candidats
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Dans ce produit de n(n-1)/2 bindmes a1+aj , i1 se-

ra commode, en vue du calcul de P de distinguer d'une

k’
part les (n-1)(n-2)/2 facteurs pour lesquels ni i ni j
ne sont égaux & k, d'autre part les n-1 autres facteurs,

qui donnent

(a1+ak)(a2+ak)...(ak_1+ak) X (ak+ak+1)(ak+ak+2)...(ak+an)

Le remplacement de a, par ak—l diminuera de 1 cha-
cun de ces facteurs, et par conséquent le choix d'un dé-
nominateur commun pour le calcul de la somme

alP1+...+anPn conduira & adopter

Le numérateur de akPk deviendra dans ces condi-

tions, comme on s'en assure facilement,

(11) Nk =3, [AT(ai~aj)(ai+a.—1) [-W(ai-ak+1)(ai+k)

i#k i<i<k
J#k
1i<j<n
[_] (ak-aj-l)(ak+aj)
k<jsn

N,  est un polyndme de degré nz—n+1 des n variables

k
ap ...oag s il en est donc de mé&me de la somme

Ny + N, + ...+ N_ . Pour achever d'établir (10), il

suffit de s'assurer
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(1°) que cette somme est divisible par chacunedes
n(n-1)/2 différences ai-aj, ainsi que par chacun des

n{n-1)/2 facteurs ai+aj-1 du dénominateur D

(2°) qu'aprés toutes ces divisions, qui reviennent
4 diviser par un polynéme de degré n2—n, le quotient ,
nécessairement de degré 1 , est simplement é&gal &
ajta .. .ta

L'étape (1°) se parcourt en fixant i et j et en
constatant d'abord que les n-2 termes Nk pour lesquels
k n'est égal ni a i ni & j sont bien divisibles chacun
par a.+aj-1 et par a;-ajy s il suffit donc de vérifier
. i
ces divisibilités pour la somme N1+Nj des deux termes

restants.

La formule (11) conduit & écrire (en changeant les

indices muets )

N, =ay - [__W(ax-au)(ax+au—l) [—_1 (ak-ai)(ax+a1)

i<a<y<n 1< <4
A
il | | -a -
. (ai aU 1)(a1+au)
1<p<n
=a, T. U, V

Sur un probléme de scrutin 2 plus de deux candidats
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En ce qui concerne Ti et Tj’ on peut remarquer que,
tant que ni x» ni y ne sont égaux ni a i ni & j, les fac-
teurs correspondants sont présents & Tla fois dans Ti et
Tj et jouent le réle de coefficients constants quand a;
et aj varient seuls. I1 suffit donc de ne retenir dans
Ti et Tj que les facteurs respectifs T% et Tj introdui-

sant 1'une de ces variables, et de travailler sur

Ni =ai Ti Ui Vi et Nj =aj Tj Uj Vj

Or on peut écrire

T% = [_1 (au—aj)(aa+a.—1) . [_] (a

« < i J i<pgsy BV

écrire Ussous la forme Ui =r_](a —ai+1)(aa+a1) s
a<i

et enfin décomposer Vi en trois parties en écrivant

Vi = [_1 (ai—ae—l)(ai+a6 ). [(ai—aj-l)(ai+a
i<g<]

Bl

I_I (a_i-aY-l)(a]-HiY)

Y>3

On écrit ensuite, de maniére analogue :
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T = [_](a -a.)(a +a;-1} . [_]- (a.-a, ) (a;+a,-1)
i o < i a 1 a 1 i<g <j 18 i B

[_] (ai-aY)(ai+aY-1)

Yy > J

U; = [_].(aa—aj+l)(aa+aj) . [(ai-aj+1)(ai+ajn

a <i

. (a,-a.+1)(a +a;)
i<g <i IR

Vj = [_1 (aj-aY-l)(aj+ay) .

Yy >

Regardons d'abord les facteurs qui, dans a, T% Ui Vi

ou dans aj Tj Uj Vj , sont groupés sous des symboles I.

Si aj=ai , les lers1n de T% et Tj deviennent iden-
tiques ; de méme si aj=1—ai ; méme conclusion pour les
3émes I de T% et Tj Pour les deuxiémes m , les fac-
teurs deviennent opposés, ce qui introduit j-i-1 chan-
gements de signe. Ui devient identique au premier 1 de
Uj' Les facteurs du premier I de Vi deviennent opposés
& ceux du dernijer 1 de Uj’ ce qui fait de nouveau j-i-1
changements de signe ; enfin le troisiéme T de Vi de-
vient identique & Vj Les six symboles n de chacun des
deux produits N% et Nj représen?ent donc, chaque fois

que aj=ai ou aj=l—ai, des facteurs identiques,

Sur un probléme de scrutin 4 plus de r*\‘-. candidats
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Restent & prendre en compte les facteurs non grou?
pés sous des I , c'est-a-dire les facteurs initiaux et
les facteurs entre crochets, & savoir

pour N% ai[(ai-aj-l)(a.+ajﬂ

1

a.[ (a_i—aj+1)(a1.+aj)]

our N:&
P J J

Ceux-1a deviennent manifestement opposés si 1'on

remplace aj soit par a;s soit par 1-a1

En fin de compte on a bien prouvé la divisibilité
par (ai-aj)(ai+aj-1) de Ni + Nj , donc de N o+ Nj ,
donc de N1+N2+...+Nn

L'étape (2°) est beaucoup plus simple :-en effet,
pour montrer que le gquotient de Nl+"’+Nn par
.-1) est bien égal & a

J
de raisonner comme suit

H(a.—aj)(a1+a

i +...+an , 11 suffit

1

(a) ce quotient, par suite du caractére alterné
(symétrique gauche) de P, est nécessairement symétrique,
c'est-a-dire de la forme Cn(a1+...+an) + Dn

(b) Les systémes de valeurs particuliers tels que
a, = a+l-i, qui ont 1'avantage d'annuler tous Tles Pk

5
saufPF,permettentdeshssureraisémentque Cr=1etDr=0
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La formule (7) se trouve ainsi définitivement é&ta-

blie, et par conséquent aussi la formule (5).

4. CAS PARTICULIERS ET PROBLEMES OUVERTS

Nous avons rappelé plus baut la signification de
f(ai,az,...,an) comme nombre d'ordres de construction
acceptables d'un muret de briques. "Acceptables" vou-
lait dire, puisqu'il s'agissait de murets "adossés" &
1'axe des y dans sa disposition habituelle, qu'aucune

brique ne pouvait é&tre mise en place avant sa voisine

du dessous ni avant sa voisine de gauche ; cette der-

niére exigence ne valait évidemment pas pour la colon-

nette élevée le long méme de 1'axe des y.

La fonction g(al,az,...,an) peut manifestement re-
cevoir une signification analogue, élcondition d'ados-
ser le muret 'non plus & 1'axe des y mais & la lignebri-
sée représentée sur la figure 3, et de définir toujours

le profil & atteindre par

}J\ a_de

les nombres a, a,...

1 72 n
briques des couches succes-
sives considérées de bas en

haut (nous dirons "muret 3

0 >, profil brisé").

Fig. 3

Sur un probléme de scrutin 2 plus de - candidats
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I1 est intéressant de considérer les cas particuliers
ol les a; sont en dégression arithmétique, notamment si

celle-ci est de raison 2 (profil symétridqe) ou de rai-

son 1 (profil & pic & droite).

Dans le premier cas on peut poser

a; = a-2(i-1) ,

avec a = 2(n-1) et appeler h la moyenne arithmétique

a-n+l de cette dégression.

On constate alors que le calcul de g(al,az,...,an)
par la formule (7) donne pour résultat, aprés les sim-
plifications et groupements que permet la forme parti-

culiére des a;

g(a,a-2,.,.,a-2n+2)

(nh)l11121...(n-1)!

hi(h+1)!(h+2)}!.,, (h+n-1)!

Or cette derniére expression est exactement la mé-
me que celle qui résulterait de 1'application de la for-
mule de Young (4) & une suite formée de n termes égaux

a h

I1en découle Je curieux résultat suivant : tout
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muret & profil brisé symétrique a exactgment le méme

nombre d'ordres de construction acceptables que le mu-
ret rectangulaire ayant méme hauteur n et méme nombre
de briques nh . Les figures 4 et 5 montrent deux tels
murets (n=3, h=5), qui ont 1'un et 1'autre 6006 ordres
T# ‘ }. de construction ac-

ceptables.

A

(o)
o
Q
X

Fig. 4 Fig. 5

IT serait intéressant de pouvoir établir ce résul-

tat par une méthode bijective.

Dans le cas ou les 3, sont en dégression arithméti-
que de raison 1, un autre résultat curieux apparait si

1'on pose a; = n-i+l ', ¥ i €{1,2,...,n}.

On constate alors (et 1'on prouve facilement, en
utilisant au besoin dans le calcul une récurrence surn)
que

g(n,n-1,...,2,1) = f(n,n-1,...,2,1).2 """ 1)/2

Cela signifie par exemple, pour n=5, que le muret
de la fig. 7 a 2°-%/% (-1024) fois plus d'ordres de
construction acceptables que celui de la fig. 6 : ici

286 pour 1'un et 292864 pour 1'autre,

Sur un probléme de scrutin & plus de deux candidats
t 1 |

<
R
X

Fig.6 Fig.7
D'olU & nouveau un probléme combinatoire ouvert
trouver une partition "naturelle" des 292864 ordres de
droite soit en 1024 classes de 286 ordres, soit en 286
classes de 1024 ordres. Les valeurs numériques corres-

pondant aux premiéres valeurs de n sont

n: 1 2 3 4 5 6

A212\ & gauche : 1 1 2 12 286 33592
A S\

e

droite : 1 2 16 768 292864 1100742656
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