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Kleinere Mittheilungen.

VIII. Eine Polynomentwickelung.

Es soll (14+a4a%4...42™—")" entwickelt werden, wenn m und »n
ganze positive Zahlen sind. Wird

k=m—1 \n k=n(m—1)
1) E a’,‘k) = E' (tk-’tk -
k=0 k=0 ’

gesetzt, so muss eine independente Darstellung fiir a; gesucht werden.
1. Man hat il Boant

(l—xm)n= akxk

1—=x
=0

und mit Hilfe des binomischen Satzes

k=n(m—1) k=n

2 (—1)(n kx'""——Z ak'r" (-— 1)k 2y ack
.ﬁ

2) g h=nm Ir
= (=1)" =k (R)a—g. ax,
h=0 =y 1 - P |
wenn unter (n):, wie gewidhnlich, der Ausdruck il }2 (rr; adh

verstanden wird. Ist nun =
=0
h=mp+q, g %<m’

50 folgt aus 2) sofort das System

k=h
0 falls ¢ >0,
3) z(— l)kﬂk (ﬂ)h—-k= { (__I)'p-} }l(")p falls g=0‘

h="0n S
Wwo die @, zu bestimmen sind. Theilen wir hier in Classen von je m
Gleichungeu ab und untersuchen wir die einzelnen Classen.

Erste Classe: p=0, h=0,1,2,... (m—1);

{ —

1 a{} ’
ao(n)l —a] =)}
e =, () o +(—1)*ak o,

f‘o(")mt "1(ﬂ)m2+ +(“1)k“k(”mkl+ +("1)""ﬂn1-—0

Man findet daraus successive
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q=1=(n—1),, ay=(n),, ay=(n4+1),, 3= (14+2);.
Um zu beweisen, dass fiir die erste Classe allgemein
5) ar=(n+hk—1)
ist, werde angenommen, diese Identitiit gelte fiir die Indices 0, 1,2, ...
(£—1); dann ist a; zu bestimmen aus der Gleichung

i=k—1
6) (=1} (n4i—1) (k- + (= 1) ar =0.
Man findet nun leicht
(n)k — (1) (n)ie—1 =— (1) (k—1),,

() — (W) (M) —1 4+ (n 1)y (W Ne—a= (14 2)5 (k—1),,

was auf die Vermuthung fiihrt, es sei allgemein
=T

7) (=1 (ndi—=1)i=(=1) (n4+)(k—1),.
Setzt man die Richtigkeit dieses Ausdrucks fiir die Indices 0,1,2,. .r
voraus, so hat man
i=r+41
(1) (i =1)s (-t = (1) (ne )i (e =1) o (1) (o )yt (s
i=0
=(_1)r(n+r)(n+r—1) v (nFr—Ek42) [(?1—{—!‘ k+1)(k=1), n
k—r—1)} k(k—1Y.. (k—=r) (:+1):J'
Der Inhalt der grossen Klammer kann geschneben werden

(ndr—k41)(k—1)(k—2)... (k—r) e (n+r—lr+1 n
r )

k(k—1)...(k—r).r! (1) k r+1
43 (ndr4+1)(k—r—1)
k.(r41)! :

Fiigt man hier im Z#hler und Nenner die Factoren (k—=1)(k—2)...(k=7r)

bei, so entsteht endlich
i=r41
(= (ri— 1) e —i= (= 1)+ (b r o D (h— 1) .1,
i=0 -
d. h, das, was aus 7) wird, wenn man r durch »+1 ersetzt. Die Gleich-
ung 7) gilt demnach allgemein, und man hat dann in 6)
8) (=1)f—1(n4h—1)p(k—1)p—y+ (—1)*a=0, ap=(n+k—1);
allgemein giltig fiir 1 =0,1, 2, ... (m—1).

Zweite Classe: p=1, h=m, m+1, ... 2m—1;
ay(n)m —a(Mm—1 ... (1" an = (=1)""1(n);,
ay (M) 41 —ay(n)m Eee = tag Ly =04

D Y ol riae s b ok R

.....................

ﬂo(n}'gm—I._ a; (ﬂ)zm—2 +"‘+ (_ 1)2m_la2m—1 ‘”‘0
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Man sieht sofort, dass, wenn / einen noch zu bestimmenden Factor
bedeutet, in Analogie mit 8) die Relation gelten muss

tmtk=(n+mt+k—npr+ ()., k=0,1,2,... (m—1).
Durch directe Ausrechnung mit Hilfe der bei der ersten Classe angestell-
ten Betrachtungen findet man

tm =n+m—1)n —(n),(n—1),,
gy 1= (R + M)m 41 — () (n)y,
amt2= (nm Dz — (), (n+1),
und schliesst daraus, dass allgemein
10) am+k=(.’?+m+k—1)m+k—(?l)l(ﬂ-f-k—])k
zu erwarten ist. Gilt diese Relation fiir /= 0,1, 2, ... (k—1), so hat
man zur Bestimmung von @,4; die Gleichung

ay(M)mtk — @ (Mmpr—14+. A+ (1" Vap_y (0)rg1
o (— ])m ("m(")k i (_ l)m-{-l U -1 (“)k-—l +... 4 (_' ])m-H.-— ! Am 4 k—1 (")1
+ (—1)”l+k(r,,,+;, = 0.
Hierin liefern die ersten Bestandtheile aller ap von h=0 bis A=m-+k—1,
wie in der ersten Classe, den Werth (=1)m+tr=ttmd-le—1)pm g 1.
Die zweiten Bestandtheile der a; von A=m bis h=m+4k—1 liefern
gemiiss 10)

=) (=)™ e 4= (= 1) (), (De—r + (=1)" F2 1), (Mh— 4 - ..
coe ()= e — D)5y (w),]

oder
i=k—1

— (=1 D (1 i =1 )i,
=0

d. h. nach 7) den Werth _
— (=1)ymtk=1(n) (n4k—1)(k—1)p_1,
80 dass endlich entsteht
11) tmypr=n+m4+bk—1)pnpr— (), (n+k,—1).
Die Gleichung 10) gilt also allgemein fiir k=0,1,2,... (n—1).
Dritte Classe: p=2, h=2m,2m+1, ... 3m—1.
Die erste Gleichung der dritten Classe lautet

ay(Mam — ay(Mom—1+ ...+ tam= ().
Man finget durch die n@mliche Untersuchung, wie in der zweiten Classe,
sehr leicht

12) rrg,,,+k=(n+2m+k-—I)2m+k—(n)l(n-|-m+k-]),,.+;,-|-(n)2(n+lr-1)k,
k=0,1,2,...(m—1) u.s.f.

Die bisherigen Resultate lassen sich in etwas veriinderter Gestalt
folgendermassen schreiben:
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Erste_ Classe: k=gq %2’

“qz(n—l'l'Q)n—l-

Zweite Classe: k=m-+tgq,
amyq=(—14+m+q@)n_1— (n),(n—14+ @n-1.

Dritte Classe: t=2m+4¢,
tgmgq=n—14+2m4¢)p_y — (n), (n—1Fm4q)ns =+ (n)y (" —14G)n-1.

Allgemein hat man also

13) Upetg— (=1 (n)i(n—14pm+g—mi)yy_;
oder kiirzer G
14) ap = (—1i(n)i(n—1+k—mi)u_,.

Die Summation bricht von selbst ab, da (7). =0 fir n <4k
Es mag noch bemerkt werden, dass jedenfalls immer
15) A = dp(m—1)—k
sein muss, da das zu potenzirende Polynom reciprok ist.
Schliesslich hat man

.’r:mj-——l n k:n_g_r]l—l)
16) 2 x") = ak 2 (=1 ()i (r— 14k —mi)ay.
( = k;ﬂ 1

2. Ein anderer, vom vorhergehenden wesentlich verschiedener Weg
zur Losung der Anfgabe ist folgender.

Aus 1) ergiebt sich, dass a; nichts Anderes ist, als die Angabe,
wie oft die Summe % aus je 2 Elementen, welche der Zahlenreihe
0,1, 2,...(m—1) zu entnehmen sind, variationsmissig mit Wieder-
holungen gebildet werden kann; oder auch:

Es ist a; die Losungszahl fiir die unbestimmte Gleichung

i=n
17) 2’ yi=k
50, =1
<< 7

Bei den unbestimmten Gleichungen wird der Werth Null fiir die

Unbekannten in der Regel ausgeschlossen; wir setzen deshalb

mit den Bedingungen y;

e = e
und haben uns dann mit der Gleichung
18 u=n+4+k
) g i =n
=L
‘<mdi
zn beschiiftigen. Bezeichnet man die Anzahl simmtlicher Lisungen fiir

und den Bedingungen
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i=n
E = U
=1

durch f,(u), so hat man fiir

2, +2, =u f;(0) =u—1,
2, 42,475 =u fi(0) = (u~—1),,
ittty =u fi(w) = (u—1),
W ml £
d. h. fiir :
19) > i =u fn(t) = (t—1)a—y.

Es sei nun die Anzahl der Lisungen, in denen p bestimmte z aus der
Reihe z,, 25, ... zo» den Werth m iibersteigen, gleich w,, dann ist
Y,=ap und

20)  fa(u)=(u—1)a—1="1+ (), 9, + (n)y ¥y + (n)s 05 +

Wird nun etwa z,=m-+ £, gesetzt, so entsteht die Glelchung
i=n—1 "
21 i+ & =u—m,
) Z +&
deren Losungszahl (¢ —m—1),_y sich zusammensetzt auns ¥, W, ...
derart, dass
(u—m—1)p_ =+ (n—1), 9, + (n—1)yw5 .. ,

da es sich jetzt nur noch um z,, z,, ... 2,1 handelt. Es ist klar, wie
man hier weitergehen kannj; man kommt dadurch auf das System

(u—1)n—1 =y + (m,) ¥, + (n5) e + (n) s =E bk
22) (g—=m—1)a—q = 1P.+(n—1)1%+("—1}2w3+- oy
(u—2m—1)p_y= Pyt (n—2) P+ ..

n.tas

Es werde hier die it* Gleichung mit (—1)i='(n);_; mnltiplicirt und Alles
addirt; bemerkt man, dass”
i=h a

2 A= h'l(n h)!Z( 1[(11.—1')!

i=0
— (n)k (— =
mit, alleiniger Ausnahme des Falles =0, so resultn‘t wenn nun fiir u
der Werth n4k eingefiihrt wird,

23) —ﬁk=2 V() (n+k—1—mi)y_y,

i=0

génau wie friiher.

iy 3. Die Aufgabe findet in der Wahrscheinlichkeitsrechnung Verwen-
ung,

'
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. A i

Es seien n Wiirfel vorhanden; wie gross ist die Wahrscheinlichkeit
w, mit diesen n Wiirfeln © Augen zu werfen?

Entwickelt man
h=sn

(@ + @+ 28 4 ot + P 4 1) =2’Mw"+",
h=10
so hat man als Zahl ¢ der giinstigen Fiille den Coefficienten von x*, d. h.

g=["‘k—n-

h=5 n  R=bn =5
E ah ? by zh = apx ,
h=0 h=10 h=0

¢=ar_n, m=6,

24) g=2 (— 1) (n); (k—1—=6)u_1,

i=0

Man hat nun

also

oder auch nach der Bemerkung in 15)

Ak —n == Qpm—ky

25) g= (=1 () (Tn—=k—1—6i)p—,
und dann =
26) w= g—

Beispiel. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mit 4 Wiirfeln

19 Augen zu werfen?
n==draeie =40
4=, (—1¥ (4} (18 — 6i)y = (18)y — 4.(12); + 6(6), =56

=10
oder

; =2 (— 1) (4)i(8=64); = (8) = 56,

w = 18§z
In der That hat man die Combinationen 1666, 2566, 3466, 3556,
4456 und 4555, welche permutirt 4 +124124124+12+ 4 = 56 Varia-
tionen liefern.
Dorpat, 1. November 1880, K. WEeriravcs,

IX. Werth einiger doppelt-orthosymmetrischer Determinanten.

Ist
Ty a4y g ... (g9 Qp_
dn—) @ @ ... Qp_3 (Op_2
C=lan—2 apn=4 o ey il
g1 g Qg o.. Un_y d,
k41) (k42
so hat man fiir n&_=—(-_)2_)
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S AP - . A e A A AP A i AP T o o
N e P N e e e e s R o P P i i

—1W|m—1yn-2(, n
e s e iy e

fiie ap = (k4+1)*

(:=(_l)n—t;4ﬂ+21(‘;1+11(21r+])((11+2)

ngny,
fiir ag = cos (ka)

e ()™ (o () e (2529)
fiir ay = sin(ka)

B O )

Man beweist diese Formeln, indem man in

k=n fh=n—1
C=ll E u,u,rzﬁ :
k=1 =0

Wo @ eine n'¢ Warzel der Einheit ist, die Summationen ausfiibrt.
Dorpat, 1. November 1880. K. WeinravcH,

X. Ein Satz vom ebenen Viereck.
(Hierzu Taf. II Fig. 12.)

Sei Lede=w, Labe= g (Fig. 12).
Macht man [bce= [Ladb, f[cbe=[nabd, so ist

Aabd~Aebe,
also
ad.be=bd.ce, ab:be=bd:be,
Aaheco Adbe,
ab.ed=bd.ae,
a+f,
liaec— Rl i

ae®+ce?— 2ae.ce.cos(nec)=ack
(ab.cd)?+4 (ad.he)® —2ab.bhe.cd.da.cos(a+ ) = (ac.bd)?
eine Relation zwischen den vier Seiten, beiden Diagonalen und der
Summe zweier Gegenwinkel eines Vierecks.
1. Es sei a4 pf ==, dann entsteht
ab.cd+be.ad=ac.bd,

der Satz des Ptolemaeus,
P

2
2. Es sei e4-f= 3, so entsteht

2
(ab.cd)? + (be.ad)? = (ac.bd)
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Betragen also in einem ebenen Viereck zwei Gegenwinkel zusammen einen
oder drei Rechte, so ist die Summe der Quadrate der Producte je zweier
Gegenseiten gleich dem Quadrat des Products der Diagonalen.

Dieser specielle Satz lidsst sich auch folgendermassen beweisen,

Es seien in einer Ebene zwei Dreiecke gegeben, deren Ecken a,, a,, a,
und b,, by, by, deren Inhalte d und d sein mogen; heissen die Radien
der ihnen umschriebenen Kreise » und g; ist der Winkel, unter dem sich
beide Kreise schneiden, gleich @, und bezeichnet man die Strecke «; 0y
durch s;, so existirt nach Siebeck (Crelle’s Journal 62, S. 153) die

Relation
2 2 2
S S STy

rogddcosp=— s[5 %, &%.|
Py Py Sy
Es falle nun @, mit by, «g mit b, zusammen, also s, = $3,= 0, dann sind
8124 So1s S314 813 die vier auf einander folgenden Seiten m, u, p, ¢, s;, und
$y3 = Sy die Diagonalen s, ¢ eines Vierecks . Falls nun die Kreise um
die beiden Dreiecke, in welche ¥ etwa durch s, getheilt wird, sich

rechtwinklig schneiden, 9=, was, wie man sich leicht iiberzeugt,

darauf hinausliuft, dass dann die Summe zweier Gegenwinkel in F gleich
einem oder drei rechten ist, so hat man zufolge obiger Relation
; s m? g
0=|n2 o £ oder m2p?+4 r2¢?=3s2p.
Do B4 4 0
Dorpat, 1. November 1880. . K. Wemravoun,

XI, Das Reciprocititsgesetz.

Im Jahre 1877 theilte mir Herr A. Voigt eine Abkiirzung des dritten
Gauss’schen Reciprocititsbeweises mit und sprach die Absicht aus, die-
selbe der Oeffentlichkeit zu iibergeben. Da derselbe aber, der damals
in Stuttgart als Versicherungsbeamter thiitig war, bald darauf starb, so
ist die Veroffentlichung wohl unterblieben, wenigstens ist mir Nichts
davon bekannt geworden, weshalb ich seine Methode hier mittheilen will.

Es seien p und ¢ zwei ungerade Primzahlen, und es sei u die An-
zahl der Reste der Zahlen ¢, 2¢, 3¢, ... $(p—1)g in Bezug auf p,
welche grosser als {p sind, oder (wenn man die kleinsten positiven und
negativen Reste betrachtet) welche negativ sind. Ebenso sei » die An-
zahl der kleinsten Reste der Zahlen p, 2p, ... §(g—1)p in Bezug auf ¢,
welche grosser als 1¢ sind. So ist nach Gauss

C)()- o

Soll der Rest von /g nach p negativ sein, so ist
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(k— i—)p <hg <kp,
und umgekehrt gehdren zu solchen ganzen Zahlen 4, welche dieser
Bedingung geniigen, negative Reste. Da % nicht grdsser als 4 (p—1)
sein darf, so kann & nicht griosser als {(¢—1) werden. Die Anzahl der
Zahlen h, welche bei- gegebenem /& die Ungleichung befriedigen, ist

) [@]»[U—_:—%)f] und mithin ist

7 g ‘
MANEROE
g—1

o S g

s=1
w EZ [s_qp:l + [12_3 — fqﬂ-] (modulo 2).
Ist nun der Rest von sp nach ¢ kleiner als §¢, so ist

2]+ (3-2]- (2[5 )-[2)-"5"

Ist der Rest grosser als 4¢, was v-mal eintritt, so ist

(23 2J- (21 51T =2

Daraus folgt

W. z. b, w.
J. TuoMAE.

XII. Eine Eigenschaft concentrischer Ellipsen und Hyperbeln.
(Hierzu Taf. 1I Fig. 13 u, 14.)

In einer aus den Halbaxen €4 —=a und CB=0b construirten Ellipse
(Fig. 13) sei P der Punkt, welcher zu der beliebig gewihlten excentri-
schen Anomalie ACH = o gehort, mithin x =« cosw, y=bsinw; in einer
Zweiten, aus gleichgerichteten, sonst aber willkiirlichen Axen €4, und
05’1 construirten Ellipse bedeute £; den zu derselben Anomalie gehiren-
den Punkt; die Verbindungslinie der entsprechenden Punkte
p und P, ist dann immer normal zu einer dritten Ellipse
"2”232 und schneidet letztere in einem Punkte £,, welcher zn

érselben Anomalie gehiort.

Die dritte Ellipse wird auf folgende Weise construirt. Aus den
Seiten C4 und €A bilde man das Rechteck ACEB D, ebenso aus €4, und
C_B1 das Rechteck 4, CB, D, und ziehe DD; ferner lege man durch €
®ine Gerade, welche mit C4 denselben Winkel einschliesst, wie 02, mit
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D, 4;; diese Gerade schneidet DDy in einem Punkte 2,, dessen Projec-
tionen auf die Coordinatenaxen zwei Hauptscheitel der Ellipse 4, P, £, sind.

Erwihnung verdienen noch die Grenzfille, in denen Cdy und CB,
entweder verschwinden oder unendlich gross werden. Der erste Fall tritt
ein fiir @;:a=0b;:0, also bei #hnlichen Ellipsen; die Gerade PP geht
dann immer durch den Coordinatenanfang, Der zweite Fall tritt ein fiir
@ —a=0,—0b, und zwar wird hier C4, =0, CBy=on, jedoch so, dass
C4,—CB, den endlichen Werth 3(a—1b) erhilt; bezeichnen U und ¥
die Punkte, in denen #P, die Axen schneidet, so ist dann UV constant
=a—bh.

Die angegebenen Sitze gelten mit geringen Modificationen fiir die
Hyperbel, wenn letatere durch die Gleichungen « = a secw, y=btanw
ausgedriickt und o die excentrische Anomalie genannt wird. Auch hier
ist P normal zu einer dritten Hyperbel 4, P; (Fig. 14) und schneidet
letztere in einem, gleichfalls der excentrischen Anomalie @ entsprechen-
den Punkte £,.%

Fiir die Construction der Halbaxen €4y und CB, bleibt die Bemer-
kung ungestort, dass 0, in die Gerade DDy fillt, nur ist der Winkel
ACDy= [ DD, 4, auf die entgegengesetzte Seite zu legen, d. h. D, ist
der Fusspunkt der Senkrechten von € auf DDy, mithin €D, eine Asym-
ptote der dritten Hyperbel.

Fiir den Fall, dass a,:a=0,:) ist, verschwinden C4, und CB,; die
Gerade I'P, geht dann immer durch . Ist ty—a=h—b, g0 wird

C4y=CB,. SCHLOMILCH,

XIII. Das gleichseitige Hyperboloid.

Herr A. Voigt hat im 86. Bande des Crelle’schen Journals ein
Hyperboloid zum Gegenstande seiner Studien gemacht, welches durch
drei gegen einander senkrechte windschiefe Gerade definirt ist. Er nennt
dasselbe ein gleichseitizges und entwickelt auf synthetischem Wege ecine
Reihe Eigenschaften, welche manches Interessante bieten. Da seine
Methode eine besondere Kraft der riumlichen Anschanung erfordert, so
denke ich, wird es Manchem genchm sein, die interessanten Ergebnisse
der betreffenden Arbeit, auf einem zweckmiissigen Wege analytisch ver-
mittelt, zu erhalten; ich erlaube mir deshalb, die wesentlichsten Eigen-
schaften des gleichseitigen Hyperboloids hier in Kiirze abzuleiten und
zum Schluss auf eine Verallgemeinerung hinzuweisen, welche die Beson-
derheit dieser Fliche in ihrer Beziehung zu einer Kigenthiimlichkeit
zweier allgemeinen Flichen zweiten Grades hervortreten lisst.

* Um die Figur nicht zu tiberladen, sind o und die Constructionen von
und y weggelassen worden,
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Sind im Raume drei normal gegen einander gerichtete windschiefe
Gerade G, &,, G, gegeben, so werden die drei Geraden &', G, G,
welche durch die kiirzesten Abstiinde zwischen jenen bestimmt sind,
gleichfalls in dem Hyperboloid enthalten sein, das durch G, 6;, G, definirt
ist. Von diesen sechs Geraden bestimmen je zwei sich schneidende eine
Beriithrungsebene des Hyperboloids und die sechs durch sie bedingten
Beriihrungsebenen begrenzen ein rechtwinkliges Parallelepipedon, welches
man als dem Hyperboloid umgeschrieben bezeichnen darf. Man beziehe
nunmehr das Hyperboloid auf ein rechtwinkliges Axensystem, dessen
Anfangspunkt im Mittelpunkt des Parallelepipedons gelegen ist und dessen
Axenrichtungen den Kanten desselben parallel laufen. Die Liinge der
Kanten in der «-, y-, z-Richiung mégen durch 2«, 28, 2y gemessen sein.

Da je zwei Gegenebenen Beriihrungsebenen des Hyperboloids sind,
so muss, da ihr Durchschnitt im Unendlichen liegt, die Gerade, welche
ihre Beriihrungspunkte verbindet, ein Durchmesser des Hyperboloids sein,
denn sie ist die jenem Durchschnitt polarisch zugeordnete Gerade. Ks
muss deshalb der Mittelpunkt des Parallelepipedons mit dem Mittelpunkte
des Hyperboloids zusammenfallen, und die Gleichung desselben kann die
Glieder nicht enthalten, welche linear in a, 7, z sind. Denkt man die
Gleichung nach Potenzen von z geordnet, so folgt, da sie fiir =g,
y=pf und jedes z erfiillt werden muss, dass das Glied mit 2® fiir das
Axensystem verschwindet. Dasselbe gilt fiir die Glieder, welche a® und
%? enthalten. Die Gleichung des Hyperboloids hat also die Form

Axy+ Byz+Cza4+ D= 0.
Diesge Gleichung muss fiir @ =«, y =f und jedes z erfiillt werden, was
die Bedingung liefert \
1) deff 4+ D=0.

Sie muss ferner befriedigt werden fiir y = —f, 2=y und jedes z, was
zur Folge hat
2) ' ~ BBy D=0.

Drittens endlich muss ihr Geniige geschehen durch =, z=p und
jedes y, und dies erfordert

3) Cay+ D=0,
Substituirt man aus diesen drei Gleichungen die Werthe fiir 4, B, € in
obige Gleichungsform, so hebt sich D heraus und die Gleichung des
Hyperboloids nimmt die Gestalt an

zyy—yzetzaf—afy=0.
Stellt man sich die Frage, ob diese Gleichung dureh eine orthogonale
Substitution fiir «, y, z in eine Gleichung von derselben Form transfor-
mirbar ist, so entwickelt man folgende Bedingungen. Sei die orthogonale
Substitution ausgedriickt durch
e=EAtnu+byv, y=EA4qu'+ v, z=E"4 qu'+ 8V

0 miissen aus der Gleichung :

Zoitschrift f. Mathematik u. Physik XXVI, 2. 10
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A+ mp +8v) EV4qu’+6)y
— XN+ + ) (E+ "+ ) | —afy =0
+EVFnp )V ER + qp 4 £y) B
die Coefficienten von £, %%, ¢ verschwinden. Dies erfordert
My —VVe4+21"2p=0,
I) ppy—pu'e+u uf=0,
v’y — v e 40" = 0.

Die Summe dieser drei Gleichungen giebt eine Identitiit, sie setzen des-
halb nur zwei Bedingungen fest zwischen den neuen Substitutionscoeffi-
cienten. Da diese ausserdem noch durch die bekannten sechs Gleich-
ungen, welche die Orthogonalitit ausdriicken, verkniipft sind, so bleibt
noch eine Variabilitit in den Substitutionscoefficienten, d. h. durch un-
endlich viele orthogonale Substitutionen ist obige Gleichung des Hyper-
boloids in eine Gleichung derselben Form transformirbar. Ersetzt man

in dem Gleichungssystem.l) die 4, 4, 4 durch E, i, i, wo g irgend

ST
einen beliebigen Vector auf der &- Axe anzeigt, so giebt die erste Beding-

ungsgleichung

Tyy—yzatzaf=10,
und diese driickt aus, dass die &-Axe in dem Asymptotenkegel des
Hyperboloids enthalten ist. Dasselbe gilt fiir die - und ¢- Axe.

Zu jeder Kegelkante & giebt es immer ein reelles Paar Kanten Hans:
Man erkennt dies leicht durch folgende Betrachtung. Schneidet man den
Asymptotenkegel, welcher auch die -, Y-, z-Axe enthilt, durch eine
Ebene in einer Ellipse, so liegen die Durchschnittspunkte @', ', 2° der
Axen in dieser Ellipse. Dreht man das System um die z-Axe, so0
durchlaufen die Puukte g, 2’ eine elliptische Involution. Setzt man
daher die Drehung fort, bis die £-Axe in eine jener Coordinatenebenen
fillt, so miissen die Punkte o, ¢, in welchen die -, §-Axe die Schnitt-
ebene treffen, in einer Geraden liegen, welche die Ellipse reell schneidet.
Es miissen also auch die %- und ¢-Axe reell in dem Asymptotenkegel
enthalten sein. s lisst sich daher das Ergebniss der Analyse so zusam-
menfassen :

Lisst sich einem Hyperboloid ein rechtwinkliges Paral-
lelepipedon so umschreiben, dass seine Seitenflichen das-
selbe beriihren, so giebt es eine unendliche Anzahl solcher
rechtwinkliger Parallelepipeda, welche in demselben Sinne
dem Hyperboloid umgeschrieben sind.

Die interessanten Relationen zwischen dieser Schaar rechtwinkliger
Parallelepipeda, welche Herr A. Voigt aufgestellt hat, gewinnt man
schnell durch folgenden Gedankengang. Wird die Form U=ayy —yze
+zaf—affy durch eine orthogonale Substitution in U=tny—nmta
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+ (58— o'p’y” transformirt, so geht gleichzeitiz ein Ausdruck von der
Form 8§:==a?4p%42:% in 8'= 44?4 ? iiber; es wird sich also U4 %S
in U'+ %S umbilden. Wird fiir % ein solcher Werth gewiihlt, dass
U4+ %8=0 sich in einen Kegel auflsst, so 15st sich fiir denselben Werth
auch U4 #8=0 in einen solchen auf. Es muss demnach die Diserimi-
nante beider Formen dieselben Werthe fiir -x ergeben oder beide Dis-
criminanten miissen identisch gleich sein. Da nun

aU 08
+ ai_= y}’+2.3+2u:t‘,
08
—-—+ T xy—za+42uy,

=—-ya+xﬁ-{--2uz,

so ist die Discriminante
22 y B

p 2% —a|=0
B —a 2%
oder nach Auflésung der Determinante und Reduction
423 —x (4249} —efy=0
Da diese Gleichung dieselben Wurzeln hat, als
45 — w4+ 2492 — By =
@By = el LRk, (e By Bl

Die Interpretation dieser Gleichungen zeigt:

»Die Ecken der rechtwinkligen Parallelepipeda, welche
sich einem gleichseitigen Hyperboloid umschreiben lassen,
liegen auf einer mit ihm concentrischen Kugel und haben
unter einander gleiches Volumen.*

Um die Beziehung zwischen den Halbaxen eines glelchseltlgen Hyper-
boloids zu gewinnen, welche die besondere Natur desselben ausprigt,
gehe man zuriick auf die obige orthogonale Substitution und verlange,
dass die Gleichung in &, u, ¢ dies Hyperboloid auf die Axen bezogen
darstelle. Es sind dieser Forderung gemiiss ausser der Constanten nur
die Glieder £, 7% £ in der Gleichung enthalten, und die Coefficienten

1 1 1 i
derselben stellen die Werthe i dar, wenn a, b, ¢ die Halb-

80 ist

axen bedenten. KEs ist demnach
Uy—ll"or+l"11ﬁ 1

afy as!
puy—weletpwup 1

afiy b2’
v’y — v w420 1

afy e
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Die Addition dieser Gleichungen ergiebt
1 1 1
: - 5] —-07 =)

Um die Axen in ihrem Zusammenhange mit e, §, y und dem Radius
der Kugel r, auf der die Ecken der rechtwinkligen Parallelepipeda gelegen
sind, darzustellen, transformire man die Form U=zyy —yza+zaf
—afy durch eine orthogonale Substitution in die Form V'=EPr4 4?0
+ &R — afy, und bestimme P, 0, R durch eine der obigen entsprechende
Methode. Wenn S und & die obige Bedeutung haben, so muss sich
U+ %8S in V4 %8 umbilden und es miissen die Discriminanten beider
Formen dieselben Wurzeln # ergeben. Die Diseriminante der ersten
Form ist oben gebildet. Die Discriminante der zweiten Form ist die
Eliminationsresultante aus

a

3V +uadlz =2PE4+22E=0,
V l"

3 +‘J$ o —2011—{—2?:1]:0,

3V -i-x%sg =2Rt+2x¢=0,

also die cubische G]elchuug (P4 #) (04 =) (#4%) =0 oder
#+ 42 (P+O0+R)+%2(LPO+O0R+RP)+ POR=0.
Da diese Gleichung dieselben Wurzeln liefern muss, als die Gleichung
T BT S il
S 150 — w(@ 4 B4 7)) — By =0,

P+ 0+R=0, 4(PO+0R+RP) = — (+p+), 4FPOR=—afy.

L 1 0 1 R 1
Berti Fangady anThh G Eed S e e Ea s T g
eriicksichtigt man, dass e s s 5 ist, so ist
oy Bl doebiinfinis; Lo b ity oalohiebiph el w111
a T B2 2 T afbt bt cRa? 4afy ' b dalpiyl

oder in anderer Form ¥

A4 —ct=ao'+ P+ yi=r% abec=2efy, (%-!—512— —[:17=0.

Herr Voigt bemerkt, dass jedes Hyperboloid, welches durch die
Hohen eines Tetraeders hestimmt ist, ein Hyperboloid obiger Art ist.
In der That, projicirt man die drei Hthen des Tetraeders aw, iff, cy
. senkrecht auf die Grundfliche abe, so sind die Projectionen Hohen im
Grunddreieck und treffen sich im Hohenschnitt. Die Normale in diesem
schneidet jene drei Hohen und die vierte dd im Unendlichen, trifft also
alle vier Hohen des Tetraeders. Dasselbe gilt von den Normalen in den
Héhenschnitten der iibrigen Seitendreiecke. Diese liegen also mit den
Héhen in einem Hyperboloid, und zwar schneidet dieses jede Seiten-
fliche in ihren Ecken und ijhrem Héohenschnitt. Der Durchschnitt ist
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demnach eine gleichseitige Hyperbel.* Schneidet man das Hyperboloid
durch eine Ebene, welche die Hohe dd enthilt und parallel einer Asym-
ptote der gleichseitigen Hyperbel liuft, die in der Grundfliche abe auf-
tritt, so muss diese das Hyperboloid in einer zweiten Geraden G, schnei-
den, welche jener Asymptote parallel liuft, also senkrecht die betrachtete
Hghe, die nunmehr mit 6’ bezeichnet werden mag, durchschneidet. Hiitte
man die andere Asymptote beriicksichtigt, so wire man auf eine Gerade
G, gefiihrt worden, welche die Hihe gleichfalls senkrecht durchsetzt.
Eine Ebene, welche G, enthiilt und parallel G, lduft, schneidet das
Hyperboloid in einer Geraden €”, welche G, parallel lduft, also senk-
recht gegen G gerichtet ist, und eine Ebene, die G, in sich schliesst
und parallel &, ist, schneidet das Hyperboloid in einer Geraden 6", die
Parallel &, liegt, also gegen G’ senkrechte Richtung hat. Es sind also
die drei Geraden 6, 6”, G” derselben Schaar angehdrig und normal
8egen einander gestellt; es muss demnach das betreffende Hyperboloid
gleichseitig sein.

* Dass alle Hyperbeln, welche durch die Eckpunkte eines Dreiecks und durch
den Hghenschnitt desselben gehen, gleichseitige Hyperbeln sind, dafiir habe ich
einst bei Steiner in einer Vorlesung einen recht eleganten Beweis gehgrt. Da
ich vermuthe, dass derselbe weiteren Kreisen kaum bekannt geworden sein wird,
80 erlaube ich mir, ihn hier kurz zu skizziren. Zwei Biischel @ und b konnen
durch jede Gerade in der Ebene projectivisch auf einander bezogen werden. Durch
Drehung derselben erwiichst aus jeder Geraden ein Kegelschnitt durch ¢ und b,
Das Mass der Drehung kann durch einen beliebigen Punkt y bestimmt werden,
indem man festsetzt, dass die Strahlen ay und by in die gemeinsame Gerade ab
Nach der Drehung fallen. Der Spiegelpunkt von y gegen die Gerade ab, der
Punkt ¢, sowie die Punkte a und b werden demnach Punkte jedes Kegelschnitts
Werden, der aus irgend einer Geraden der Ebene hervorgeht. Der Kreis durch
ayb zeigt bei der Drehung eineé bemerkenswerthe Singularitiit; es entweichen

éimlich alle Punkte @ auf dem Bogen @b, auf dem y nicht liegt, bei der Drehung
10 das Unendliche. Denn das Viereck zayb bleibt bei der Drehung stets ein Kreis-
Viereck, da sich in ihm die Winkel bei ¢ und b nicht findern; es muss also, da der
inkel y == wird, der Winkel z —0 werden. Ebenso leicht tiberzeugt man sich,
dass der Mittelpunkt des Drehkreises in einen Punkt d tibergeht, der zu a, b, ¢
80 gelegen ist, dass jeder der Hohenschnitt ist von dem Dreieck, was durch die
rei anderen gebildet wird. Jede Gerade, welche den Drehkreis in den Punkten
Y und ¢z schneidet, entfaltet sich nach der Drehung zu einer Hyperbel, jede Gerade,
Welche ihn beriihrt, zu einer Parabel, und jede Gerade, welche ihn nicht schuei-
det, zu einer Ellipse. Der Winkel yaz misst den Asymptotenwinkel der Hyperbel,
Soll derselbe ein rechter sein, so muss die Gerade, aus der die Hyperbel ent-
Springt, durch den Mittelpunkt des Drehkreises gehen, und jede Gerade, welche
d:“tch ihn hindurchgeht, entwickelt sich zu einer gleichseitigen Hyperhel. Alse
Sind alle Hyperbeln, welche durch solche vier Punkte gehen, von denen jeder der
Ohenschnitt des durch die drei anderen bestimmten Dreiecks ist, gleichseitige
Yperbeln. Auch erkennt man aus diesem Gedankengange leicht, dass, wenn drei

- Unkte a, b, ¢ anf einer gleichseitigen Hyperbel liegen, der Hohenschnitt des von
thuey gebildeten Dreiecks gleichfalls in der gleichseitigen Hyperbel enthalten ist,
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Ebenso wiirde man, wie es Herr Voigt gethan, leicht entwickeln,
dass vier Erzeugende einer Schaar eines gleichseitigen Hyperboloids stets
als Hohen eines Tetraeders aufgefasst werden konnen,

Um diejenige allgemeine Eigenschaft- von Flichen zweiten Grades
zu kennzeichnen, die jene besondere des gleichseitigen Hyperboloids in
ihrem Keime enthilt, verwende ich eine Methode, die sich hiufig mit
Erfolg bei derartigen Generalisationen verwenden lisst.

Denkt man den Raum durch Gerade parallel der z-Axe eines recht-
winkligen Coordinatensystems durchsetzt, so markirt jedes rdumliche
Gebilde auf diesen Geraden gewisse Punkte. Hiilt man jeden derselben
in - der Vorstellung auf seiner Geraden fest, verschiebt aber das ganze
System, ohne den Parallelismus zu #fndern, so dass das ganze Coordi-
natensystem in ein gewdhnliches schiefwinkliges @'y’z” iibergeht, so trans-
formirt sich das rdumliche Gebilde. Bei dieser T'ransformation wiirde der
Wiirfel (=1, y =1, z=1) 'in ein Rhomboeder (2'=1, y'=1, 2'=1)
iibergehen, und umgekehrt kinnte dieses die Transformation kennzeich-
nen, Das transformirte Gebilde steht mit jenem in der Verwandtschaft
der Affinitit; es #ndern sich nicht die Strecken, welche parallel den
Axen launfen; es bewahren parallele Gerade im Raume ihren Parallelis-
mus, die Proportionalitit auf parallelen Geraden erhilt sich und gleiche
Volumina gehen in gleiche Volumina iiber. Demgemiiss verwandelt sich
eine Kugel in ein Ellipsoid, je drei senkrecht auf einander- stehende
Durchmesser der Kugel gehen in ein Tripel von conjugirten Durchmes-
sern des Ellipsoids tiber und ein gleichseitiges Hyperboloid bildet sich
in ein beliebiges Hyperboloid um. Riickwiirts ldsst sich jedes Hyper-
boloid durch geeignete Verschiebung in ein gleichseitiges verwandeln;
denn legt man parallel drei belicbigen Erzeugenden einer Schadr die
Axen @', ', 2/, so lassen sich diese in drei senkrecht gegen einander
gerichtete x, y, z zurilickverschieben, und das transformirte Hyperboloid
muss gleichseitig werden.

Sind 6, G,, G4 drei beliebige Erzeugende einer Schaar des Hyper-
boloids, so muss jede Ebene, welche cine von diesen enthilt und parallel
einer zweiten liuft, das Hyperboloid in einer Geraden schneiden, welche
zwei durchschneidet und der dritten parallel liuft. Dadurch entstehen
drei neue Gerade der zweiten Schaar G, 6", ", welche mit jenen ein
Parallelepipedon bestimmen. Dieses ist dem Hyperboloid in dem Sinne
umgeschrieben, dass jede Seitenfliche Tangentialebene an ihm ist. Legt
man durch die Ecken dieses Parallelepipedons irgend eines der moglichen
Ellipsoide, so sind fiir dieses die Richtungen der Kanten drei conjugirte
Richtungen. Fiihrt man dieses durch Verschiebung in eine Kugel iiber,
so stellen sich die drei conjugirten Richtungen normal zu einander und
das Hyperboloid bildet sich in ein gleichseitiges um, Beriicksichtigt man
nun jene Eigenschaft des gleichseitigen Hyperboloids und erwiigt, dass
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gleiche Volumina sich in gleiche Volumina transformiren, so lisst sich
das Theorem aussprechen:

Ist ein Parallelepipedon einem Ellipsoid eingezeichnet
und zugleich einem Hyperboloid umgezeichnet, so giebt es
eine ganze Schaar Parallelepipeda, weleche der einen Fliche
¢in- und der andern umgezeichnet sind, und alle diese Pa-
rallelepipeda haben gleiches Volumen.

Berlin. Dr. Ap. ScuumANN.

XIV. Eigenschaften der Lemniscate.

Fiir die Lemniscate *= 2a®cos2p =2 cos2¢ lassen sich, wie fiir
die Kegelschnitte, mit denen dieselbe in gewissem Sinne verwandt ist,
einfache Sitze aufstellen, von denen — unter Beibehaltung der bei den
Kegelschnitten giltigen Nomenclatur — einige der interessanteren hier
ausgesprochen werden mggen.

Mittelstrahl und Brennstrahlen. Fiir jeden Lemniscatenpunkt
ist die Summe der Brennstrahlen gleich der Projection der Axe 20 anf
den Mittelstrahl. Zieht man also durch den Mittelpunkt gerade Linien
und fillt auf eie von den Scheiteln Perpendikel, so schneiden die mit
den abgegrenzten Stiicken als grosser Axe beschriebenen, der Lemniscate
onfocalen Ellipsen das Geradenbiischel in Punkten der Lemniscate. —
Zieht man zu einem Brennstrahl durch den benachbarten Scheitel eine
Parallele, so schneidet diese auf dem Mittelstralil ein Stiick ab, das der
Differenz der Brennstrahlen gleich kommt. — Triigt man im Mittelpunkte
an einen Mittelstrahl einen rechten Winkel, im Curvenpunkte dagegen
den halben Winkel der dort sich treffenden Brennstrahlen an, so ist die
Hypotenuse des entstehenden rechtwinkligen Dreiecks gleich der Halb-
axe, — Die auf den zwei Brennstrablen in den Brennpunkten errichteten
Perpendikel schneiden auf der Halbirungslinie des Winkels der Brenn-
Strahlen die Focalentfernung 2« aus. — Die Halbirungslinie des Winkels
“Weier Brennstrahlen bildet mit dem zugehérigen Mittelstrahl und der
Axe ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Basis der Mittelstrahl; sie
Schneidet also die Axe unter doppelt so grossem Winkel, wie der Mittel-
Strahl.  Umgekehrt liegen dje Spitzen aller Dreiecke iiber derselben
Basis, tir welche die Mittellinien von.diesen Spitzen aus gegen die von
¢benda auslaufenden Winkelhalbirungslinien und die feste Basis gleich ge-
- Neigt sind, auf der Lemniscate, deren Brennpunkte die Ecken der Basis sind,

Scheitelstrahlen. Das aus zwei Scheitelstrahlen als Katheten
“Onstruirte rechtwinklige Dreieck hat die Summe der Brennstrahlen zur

Ypotenuse. — Die Differenz der Quadrate zweier Scheitelstrahlen steht
“Wr Differenz der Quadrate der Brenmstrahlen in constantem Verhiiltniss,

Mmlich wie J2:1, d. h. wie Halbaxe 6/ und Excentricitit a. — Der
Bterschied der Winkel, den ein Mittelstrahl mit den beiden zugehirigen
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Scheitelstrahlen bildet, ist ein rechter. — Die Halbirungslinie des Win-
kels zweier Scheitelstrahlen schneidet den Mittelstrahl stets unter 45°.

Tangente und Normale. Aus der Thatsache, dass die Normale
in einem Curvenpunkte die Axe unter dreifach so grossem Winkel schnei-
det, wie der zugehirige Mittelstrahl, resultirt in Verbindung mit dem Vor-
hergehenden: Die Winkelhalbirungslinie des Winkels zweier Brennstrahlen
ist-zugleich die des Winkels zwischen Mittelstrahl und Normale. Eine
Lemniscate und eine ihr confocale Ellipse schneiden sich daher unter dem
nimlichen Winkel, wie der nach dem Schnittpunkte fiithrende Mittelstrahl
und die Axe, Durch den Schnittpunkt geht noch eine Ellipse, deren
Brennpunkte der Lemniscatenmittelpunkt und der-Schnittpunkt der Nor-
malen und Axe sind; diese Ellipse beriihrt die vorige. — In jedem Curven-
punkte bildet der Mittelstrahl mit dem einen Brennsirahl denselben Winkel,
wie die Normale mit dem andern. — Die in den Brennpunkten auf den
zwei Brennstrahlen nach einem Punkte errichteten Senkrechten schneiden
zu beiden Seiten des Punktes gleiche Stiicke auf seiner Tangente ab. —
Verlingert man den einen Brennstrahl nach einem Punkte iiber diesen
hinaus um sich selbst, so schneidet die in dem Endpunkte errichtete Senk-
rechte jene im andern Brennpunkte auf den von ihm ausgehenden Brenn-
strahl errichtete in einem Punkte der Tangente. (Vergl. Cantor, diese
Zeitschr., Bd. 12 8. 428 —430.) — Die Neigungswinkel zweier Scheitel-
strablen nach einem Punkte und der Axe sind zusammengenommen dem
stumpfen Winkel zwischen der Tangente und dem Mittelstrahl des betref-
fenden Punktes gleich.

Kriimmungsradius. Der Winkel zweier Tangenten ist dreimal so
gross, als der Winkel der nach ihren Beriihrungspunkten zielenden Mittel-
strahlen; der eine ist also zugleich mit dem andern constant. Der Contin-
genzwinkel zweier Tangenten ist somit das Dreifache des der unendlich
benachbarten Mittelstrahlen nach den Beriihrungspunkten. — Das Rechteck
aus dem Kriimmungsradius und Mittelstrahl ist fiir jeden Curvenpunkt con-
stant dem Quadrat des Radius jenes Kreises gleich, der dem aus der Halb-
axe gebildeten gleichseitigen Dreieck umschrieben ist. — Errichtet man
im Mittelpunkte ein Perpendikel auf dem nach einem Punkte fiihrenden
Mittelstrahl, so schneidet dieses auf der Normalen den dreifachen Kriim-
mungshalbmesser fiir den Punkt aus. :

Lemniscatensector. DieSenkrechte von einem Brennpunkt auf einen
Mittelstrahl halbirt den von diesem und der Axe gebildeten Flichensector. -~
Das Rechteck aus den zwei Scheitelstrablen eines Punktes ist das Vierfache
des von dem Mittelstrahl dieses Punktes und der Axe begrenzten Sectors.

Besondere Punkte. Als solche heben wir den Punkt hervor, der
von der Axe am weitesten absteht, nnd den Beriibrungspunkt der von einem
Brennpunkt an den andern Lemniscatenzweig gehenden Tangente, weil fiir
beide Punkte die vorangehenden Siitze sich bedeutend modificiren.

Miinchen,. Dr. WiLueLm Hess.



