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Reziprozititsgesetze fiir Gitterpunktsummen

Von Klaus Burde in Gottingen
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Einleitung

Durch eine funktionentheoretische Untersuchung des Transformationsverhaltens
des Logarithmus der Weierstrallschen o-Funktionen gegeniiber Modulsubstitutionen aus
der Hauptkongruenzuntergruppe I'(2) gewinnt W. Maak [4] Funktionalgleichungen auf
I'(2) der Rademacherschen @-Funktion [6], in denen gewisse Punktanzahlen aus dem
durch die Perioden w,; und w, der o-Funktion aufgespannten Punktgitter auftreten. In
[6] werden diese ,,Gitterpunktsummen‘‘ — wir bezeichnen sie wie in [5] mit R und § —,
die zu ganz-rationalen, teilerfremden Zahlenpaaren u,v auf elementare Weise erklart
werden konnen:

R(u, v) S(u7 v); (w,v) = 11

funktionentheoretisch untersucht, wobei sie als Funktionen der Elemente von I'(2) auf-
gefallt werden:

— S,(L), S(b,a)=S,(L b
0 S(a, b) = S,(L), S(b,0a) ().L=<“>er(2)

S(e, d) = Sy(L), S(dy o) =S,(L)’ cd

und entsprechend fiir R.

Dabei ergeben sich einfache Beziehungen zwischen diesen Summen. Ihr schon in
[4] festgestellter Zusammenhang mit der Rademacherschen @-Funktion fiihrt zu einer
Darstellung der @-Funktion auf I"(2) durch die Funktionen (I).
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Die elementare Natur sowohl der Summen R und S selbst als auch der sich er-
gebenden Sitze legt eine elementare Behandlung nahe, die in der vorliegenden Arbeit
gegeben wird. Auch hier werden R und S hauptsichlich als Funktionen auf I'(2) be-
trachtet. Die angewandte Methode zur Gewinnung auf ganz I'(2) giiltiger Beziehungen
der Summen untereinander (§ 3) sowie zur Rademacherschen @-Funktion (§ 4) beruht auf
der Kenntnis des Verhaltens der @-Funktion gegeniiber Modulsubstitutionen sowie der
Moglichkeit, das Transformationsverhalten der Funktionen (I) gegeniiber den erzeugen-
den Substitutionen 4 = (é ?) und B = (_; (1)) von I'(2), d. h. das Verhalten von R (u, v)
und S (u, v) gegeniiber den Ubergingen

u,v>u, v+ 2u; w,v>u-+2v,0; (wv)=1

allein aus ihrer Definition zu berechnen.

Die Gleichheit zweier Funktionen auf ganz I'(2) wird gezeigt, indem sie fiir ein
spezielles Element von I'(2) verifiziert wird und gleiches Transformationsverhalten beider
Funktionen gegeniiber den erzeugenden Substitutionen nachgewiesen wird.

In § 2 wird nun allgemeiner das Verhalten von R(u, v) und S(u, v) gegeniiber den
Ubergingen

u,v>u,v+u; w,v>u-+v0; (u,v)=1

berechnet.

Damit ist die Moglichkeit gegeben, die Betrachtungen auf die ganze Modulgruppe
auszudehnen, was in § 5 fiir einige Ergebnisse durchgefiihrt wird.

Bei der Untersuchung der Summen R und § als Funktionen auf I'(2) zeigt sich,
daB alle vier Funktionen (I) in durchsichtiger, sie ebenfalls definierender Beziehung zu
der Produktdarstellung von L durch die Erzeugenden A und B stehen. Dadurch ge-
winnt auch die Darstellung der @-Funktion auf I'(2) durch diese Funktionen an
Interesse.

Uber die @-Funktion, die ja im wesentlichen eine ganzzahlig gemachte Dedekind-
summe ist [6], besteht ein Zusammenhang von R und § mit den Dedekindschen Summen,
der sich bereits in den Definitionen erkennen l48t.

Den Summen R und S liegen ndmlich spezielle Streckenziige zugrunde, die man, bei
geeigneter geometrischer Interpretation auch den Dedekindsummen zuordnen kann (§ 6).

Da in Kongruenzen fiir Dedekindsummen gelegentlich Jacobisymbole auftreten, ist
auch ein entsprechender Zusammenhang dieser Symbole mit R und § zu erwarten. Eine
solche Beziehung, nédmlich eine Kongruenz mod 4, ergibt sich durch eine geeignete geo-
metrische Darstellung des verallgemeinerten Gauflschen Lemmas direkt aus der Definition
von R und S (§ 7). Das GauBlsche Reziprozitatsgesetz erweist sich als dquivalent mit einer
Kongruenz mod 4 fiir die Summen S.

Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich im wesentlichen um eine geraffte
Fassung meiner Dissertation [1].

Neu hinzugekommen sind der § 5, der die Erweiterung einiger Ergebnisse auf die
volle Modulgruppe enthilt, und der erste Teil des § 6, der den Zusammenhang der Summen
R und § mit der von H. Rademacher und A. Whiteman gegebenen Theorie der Dedekind-
summen [7] behandelt.
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Verzeichnis einiger Symbole

Elemente der Modulgruppe I":

=0 o) 7=l 1) W=l o) 4= 1) 2= (15 )

Vorzeichenoperator:

1, fir z >0
—1, fir z < 0

[x]: groBte ganze Zahl <z.

§ 1. Definition der Gitterpunktsummen R und §

Die Punkte der Ebene mit ganzzahligen Koordinaten z, y bilden ein Punktgitter.
Zwei Punkte dieses Gitters nennen wir dquivalent, wenn sowohl ihre z-Koordinaten als
auch ihre y-Koordinaten kongruent mod 2 sind.

Durch diese Aquivalenzrelation werden die Gitterpunkte in vier Klassen eingeteilt,
als deren Repréasentanten wir die Punkte (0/0), (0/1), (1/0) und (1/1) wéhlen kénnen. Die
Punkte aus den entsprechenden Klassen bezeichnen wir mit P%, P p1® pi

u, v sei ein Paar ganzrationaler, teilerfremder Zahlen. Wir verbinden den Punkt
(v/u)?') mit dem Nullpunkt einerseits durch eine Strecke o (u, v), andererseits durch einen

Streckenzug & (u, v), der sich aus ([l—;—ll + t o]
J

2
der Linge zwei sowie der Verbindungsstrecke der Punkte (2 [,2”_

)zu den Achsen parallelen Strecken

/2 [%]) und (v/u)
zusammensetzt. Durch die Forderung, da & und o zusammen keine Gitterpunkte um-
schlieBen sollen, ist & eindeutig bestimmt.

Auf & liegen Gitterpunkte P. Wir setzen sig P = 1, wenn P ,,oberhalb* von ¢
liegt, sig P = —1, wenn P ,unterhalb* von o liegt und sig P = 0, wenn P auf o liegt,
genauer:

1, wenn man ¢ durch eine kleine?) positive Drehung um 0 mit P zur
Deckung bringen kann,
sig P = {—1, wenn man o durch eine kleine negative Drehung um 0 mit P zur
Deckung bringen kann,
0, wenn P auf o liegt.

Letzteres trifft wegen (u, ») = 1 nur fiir die Punkte 0 = (0/0) ”, T
und (v/u) zu. Wir definieren nun?) P
a "
o=t R = Zsgrn | R
(1) - 9
S(u, T)): > SIgP . T 5
e Figur: 1

. 1) ﬁie‘VReihenfolge ist so gewihlt, um Ubereinstimmung mit den Definitionen in [6] zu erreichen.
2) Der absolute Drehwinkel soll kleiner als ein rechter Winkel sein.
3) Diese Summen stimmen mit den ebenso benannten Summen in [5] iiberein.

Journal fiir Mathematik, Band 226, 21
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Die Einfithrung der entsprechenden Summen iiber die Punkte der Art P oder P auf
@ ergibt nichts Neues, da, abgesehen vom Punkt (v/u) keine Punkte der Art P auf &
liegen und fiir die Summe iiber den Punkten der Art P auf & gilt

S sigP=— 3 g P =— S(v,u).

P1€ & (u,v) Pre(v,u)

Aus den Definitionen der Summen R und S ergibt sich unmittelbar

Satz 1. Fiir (u,v) = 1 gilt
R(u,v) = —R(v, u),
R(—u, v) = R(u, —v) = —R(u, v),
S(—u, v) = S(u, —v) = — S(u, v).

§ 2. Das Transformationsverhalten der Summen R und §

Wir untersuchen das Verhalten der Summen R(u, v) und S(u, v) gegeniiber den
Subsitutionen
u,v>u,v+u;, w,v>u-+09v; () =1L

Betrachten wir zunichst die Summe S(u, v) bei dem Ubergang u, v—> u, v + u.

P sei der durch seine ungerade y-Koordinate % eindeutig bestimmte Gitterpunkt
auf & = &(u, v), PY" der entsprechende Punkt auf @ = &(u, v + u). Aus der Definition
der Summe S folgt

e (/W) (v+u/u)
@ sig Pyt = (—1)®1 - sig u; 4 ‘_%’__l/_/_/}
sig PO = (—1)#F®I . gig y, 3 % % e
¢/l _
wobei z(h) die z-Koordinate des Schnittpunktes von U/»i'/ u=4§
o(u, v) mit der Geraden y = % ist und z’(k) entspre- o - v=J L.
chend erklart ist. Es gilt Tk v ath) ore x
Figur: 2
ﬂhl=£;z(k)='v+u;u:i:0
3) h u h u

z'(h) = z(h) + k; [z ()] = [z(A)] + A
Aus (2) und (3) folgt wegen (k,2) =1

sig PV = —sig PY!
und damit

Satz 2. Fiir (u,v) = 1 gilt
S(u, v + u) = —S8(u, v).
Wir untersuchen jetzt das Verhalten der Differenz
Q(u, v) = S(u, v) — R(u, v)

gegeniiber dem Ubergang u, v—u + v, v.
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Mit &, bezeichnen wir den Teil des Streckenzuges &, der zu der festen z-Koordinate ¢

gehort. Die Summe R bzw. S nur iiber &, erstreckt sollen R, bzw. S, heiBen. Sei zunichst
(v, 2) = 1 (Figur: 3).

Fir2 < [t| < |v|—1; (t,2) = 2 ist der Schnittpunkt von ¢ mit &,, wie man
sich leicht iiberlegt, weniger als eine Lingeneinheit vom Mittelpunkt M, = M,(u, v) von
&, entfernt. Es folgt

(4) 2=tl=slvl—1; (42 =2
. . . sigM,; M,= pP"
Qt(u7 ’U) - St(”v 'l)) Rt(u7 U) - {—Slg Mt; M‘ — POO ,
da sich der Beitrag der iibrigen Gitterpunkte auf &, zu Q, annulliert. Entsprechend gilt

2SS |0l —1; (,2) =2 ui- iy
1 /. r__ 01 {
) Qe+ un = _SENE =0 | e
g/(é)————-w/;,T/? !
M| = M,(a+ v, v). 21
L T oW
Bezeichnen wir die y-Koordinate der Schnittpunkte von ¢ = o (u, ) 17“5 M

bzw. ¢’ = o(u + v, v) mit der Geraden z =t mit y(¢) bzw. y’(t),

T,
so gilt analog (3) % u=7
X X = |

(32) Y0 =y +1 (2 =2 IR
Figur: 3

Daraus ist an Hand der Figur 3 zu entnehmen, dal die Signaturen von M, und M; genau
dann iibereinstimmen, wenn M, und M, dquivalent sind. Mit (4) und (4a) ergibt sich
daraus:

Qulu+v,0) =0Q,(u,v); 2=t|=|v|l—1; (2)=2
AuBerdem gilt

Qo(u + v, ’l)) = QO(”” U) = 0’
folglich

Q(u + v, 9) = Q(u, v); (v,2) = 1.

Auch bei geradem v gelten die obigen Uberlegungen fiir 0 < [t| < |v | —2; (¢, 2) = 2.
Hier ist noch der Fall ¢ = v zu betrachten. Aus Figur 4 entnimmt man

Qu(u1 v) = Slg (uv); (v,2) = 2,
also

Qu + v, v) = Q(u, v) + sig v(sig (u + v) —sig u); (v,2) = 2.
Wir fassen die beiden Ergebnisse zusammen zu
Satz 3. Fiir (u,v) =1 gilt
S(u+ v,v)— R(u 4+ v,v) = S(u,v)— R(u, v) + %(1 + (—1)?) sig v (sig (u + v) — sig u).
Ferner gilt*)
Satz 4. Fiir (u,v) =1 gilt
S+ v,v) = S, v) + S u) +%sig v(sig v ++ (—1)**+? - sig &)

17)”Dieser Satz wird in [1] bewiesen.

21*
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mit

s _lu ; (u,2)=1.5_ ) ; (0,2)=1
Tlutv; (@,2)=2""" |ot+u; (02 =2

Aus den Satzen 3 und 4 folgt
Satz b. Fiir (u,v) =1 gilt

R(u + v, v) = R(u, v) + S(v, u) ——é—sig v((—1)"sig u 4 (—1)? sig v),

R(u, v+ u) = R(u, v) — S(u, v) + %sigu((——i)“ sig u + (—1)?sig v).

Damit ist die Wirkung der Substitutionen u,v—>u + v, v und u,v—>u, v + u;
(z,v) =1 auf R(u,v) und S(u, v) vollstindig beschrieben. Durch doppelte Anwendung
der obigen Sitze erhilt man das Verhalten der Summen gegeniiber den Ubergingen
u,v—>u, v+ 2u; u,v>u + 2v, v; (u, v) = 1, welches besonders iibersichtlich wird, wenn
eine der Zahlen u, v gerade ist. Dieser Fall wird uns hauptséchlich interessieren.

Satz 6. Fiir (u,g) = (u,2) =1, (g,2) =2 gilt
1 . . .
R(g, u + 2g) = R(g, u) + - sig g(sig (u + 2¢) — sig u),

R(u+ 2g,8) = R(u, g) —-%sig g(sig (u + 2g) —sigu),
R(u,g + 2u) = R(u, g) — 1.

Satz 7. Fiir (u,g) = (u,2) =1, (g,2) =2 gilt
S(g + 2u,u) = S(g, u) + 1,
S(g,u+ 28) = S(g, v),
S(u+2g8 =S¢ + % sig g (sig (u + 2g) — sig u),
S(u,g + 2u) = S(u, g).

Aus den Transformationssdtzen 148t sich noch eine einfache Beziehung zwischen
den Summen R und S ableiten, nimlich®).

Satz 8. Fiir (u,v) =1 gilt
R(u,v) = (—1)* S (v, ) — (—1)* S (u, v).

3
‘ZL— Wir betrachten hier nur einen Spezialfall dieses Satzes,
/7"4 némlich: u > 0; (u,2) = 1; v = u + 1 (Figur 4). In diesem
e Fall liegen alle Gitterpunkte P’ und P auf & unterhalb
» von o, also gilt
yd u—1
/ w=711 S(u’u_l"l):_ D)
7_.
. Swt+tm="F1 050 @wa=1
Figur: 4

5) Wegen eines Beweises siehe [1].
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Mit Satz 8 berechnet sich daraus R (u, » + 1) = —1, was man auch aus Figur 4 abliest:
R(u,u + 1) = sig (v/Ju — 1) = —1,

da sich die Beitrige der iibrigen P auf & annullieren. Auf Grund von Satz 8 geniigt es,
die Summen S zu untersuchen.

§ 3. Die Summen S als Funktionen auf I' (2)

b . faby (10 . . .
d) € I'" mit (c d) = (O 1) mod 2 bilden eine freie Untergruppe

I'(2) der inhomogenen Modulgruppe I" mit den beiden Erzeugenden

a4 )

A und B erzeugen als Elemente der homogenen Modulgruppe I'y auch eine Untergruppe
I'y(2) von I'y mit der weiteren Nebenbedingung a = 1 mod 4. Sei fiir diesen Paragraphen
stets

Die Matrizen L = (:

cd
Zu L definieren wir die vier Funktionen ®)

) Sy(L) = S(a, b); Sy(L) = S(b, a)
( Sy(L) = S(e, d); Sy(L) = S(d, ¢)

Lz(“ﬂer@y

Wir untersuchen zunédchst das Verhalten dieser Funktionen bei Anwendung der
Erzeugenden. Satz 7 liefert
. . . . __(a b+ 2a
S{LA) = S(a,b +20) = S(a,0) = S,(L); LA = (2 3 T,
da @ ungerade und b gerade ist. Ebenso folgt

S,(LB) = S(a — 2b,b) = S(a, b) + %sig b(sig (@ — 2b) — sig a)

. LB — (a—2b b)_

—2dd
= S8, (L) —}——é—sig b(sig (@ — 2b) — siga) ¢ d

S,(L) = S(a, b) nimmt also genau dann einen Summanden 41 auf, wenn der in der
z, y-Ebene gelegene Punkt (a/b) die y-Achse iiberschreitet, genauer:
a b

¢ d

L:Cﬂ»ﬂ:sz(
cd

) ; X = A%, B#!
sig (ab) fir —siga’ = sig a; sigd’ = sigh

S(a,b) —S(a’, ) = {O sonst.

Bezeichnen wir die Anzahl dieser Uberginge beim Aufbau der Matrix -4 L7) durch die
(rechten) Faktoren A*!, B*! mit W, (L), wobei die Ubergénge je nach Richtungssinn
positiv oder negativ zu zéhlen sind, so gilt wegen §,(E) = S(1,0) =0

(6) Sy(L) = S(a, b) = —W,(L).
Entsprechend erhdlt man
(7) Sy(L) = §(d, ) = W,(L),

%) Nach Satz 1 gehoren diese Funktionen zur inhomogenen Modulgruppe.
7) Genau eine dieser beiden Matrizen liegt in I'g(2).
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wobei W, (L) die Ubergiinge des Punktes (c/d) iiber die z-Achse zihlt. S,(L) und S,(L)
konnen also als Windungszahlen gedeutet werden®).

Aus Satz 7 entnimmt man weiter
(8) Sy(L) = S(b,a) = F 4(L); S3(L) = S(c,d) = —F (L),

wenn F 4(L) die Anzahl der Faktoren A und F g(L) die Anzahl der Faktoren B in der
Produktdarstellung von L durch A und B angibt, wobei die Faktoren A~' und B!
negativ zu zéhlen sind. (6), (7) und (8) fassen wir zusammen zu
Satz 9. S,(L) = S(a, b) = —W,(L); S,(L) = S(b, a) = F 4(L).
§3(L) = S(¢, d) = —F p(L); Sy(L) = S(d, ¢) = W,(L).
Folgerungen aus Satz 9.
1) Aus F4(L™") = —F 4(L) und Fp(L ) =—Fg(L) folgt mit Satz9 und

o £

Satz 10. S(b, a) = S (b, d), S(c, a) = S(c, d).

2) Durch die Bedingung ad — bc = 1 sind die Punkte (a/b) und (c/d), besonders
was ihr Wechseln des Quadranten betrifft, eng gekoppelt, denn aus sig ¢ = sig b folgt
sig ¢ = sig d und umgekehrt. Das bedeutet, da8 die Windungszahlen W (L) und W (L)
fast gleich sein miissen. Die obigen Uberlegungen genau durchgefiihrt ergeben

9 W, (L) —W, (L) = —é—sig c(sig a — sig d) = sig L.
Mit Satz 9 ergibt sich also
Satz 11. S(a, b) + S(d, ¢) = —sig L.
Wir geben fiir Satz 11 einen kiirzeren Beweis. Unter Benutzung von

sig L = %sig c(siga —sigd) = —%sig b(sig a — sig d)

erhdlt man mit Satz 7 gleiches Transformationsverhalten beider Seiten von (9) bei An-
wendung der Erzeugenden A und B. (9) gilt fiir L = E und damit fir ganz I"(2).

3) Aus Satz 9 ist zu entnehmen, dafl alle eindimensionalen Darstellungen von I"(2)
mit Hilfe der Summen § angegeben werden konnen. Eine solche Darstellung D (L) ist
bestimmt durch ihre Werte fiir die beiden Erzeugenden A und B.

(10) D(A) = €%, D(B) = ¢f; « und B beliebig komplex,
D(L) = ¢l=S®:a—55d)
Die Darstellung ist genau dann unitir, wenn « und f rein imaginir sind.
Ahnlich wie die Sitze 10 und 11 beweist man auch die beiden folgenden Sitze®):
Satz 12. S(a, b) = —S(a, ¢) = S(d, b) —sig L
S(d, ¢) =—S(d,b) = S(a,c)—sigL
Satz 13. R(a, b) = R(d, b) + sig L, R(a,c) = R(d, ¢c) — sig L.

8) Diese Summen sind im wesentlichen die in [5] definierten Windungszahlen ¢'°(L) und % (L), genauer gilt
—8y(E) = —8(a,B) = Wy(E) = — (L) — sig b(sig a — 1),
1. .
Su(E) = +5(d, ¢) = Wy(L) = — o"(L) + - sig e(sig d— 1)

Satz 3 von [5] entspricht damit unserem Satz 8.
9) Die Beweise sind in [1] durchgefiihrt.
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§ 4. Beziehungen zwischen der Rademacherschen ®-Funktion und den Summen S auf I'(2)

In [2] untersucht R. Dedekind das Verhalten des Logarithmus der 4-Funktion gegen-
iiber Modulsubstitutionen. Dabei treten Summen der Form

(h, k) =1
0; fiir x ganzrational

W o= S () me = [

die ,,Dedekindschen Summen* auf. Rademacher [6] beschrieb dieses Transformations-
verhalten mit Hilfe einer Matrixfunktion der inhomogenen Modulgruppe I™:

b c=0
d T

(12) &)= ] ,L:(‘C‘ Z)er,
a—fc— —12sigc-s(a,c); ¢ +=0 '

die der Funktionalgleichung

D(LL) = D(L) + D(L') — 3 sig (ec’'c”)

(13) ab , a'b , a” b"

L—(C d)? L _(C’ d’), LL _‘(cn du)

geniigt und durch diese eindeutig bestimmt ist.

Wir beschrdnken uns nun wieder auf I'(2). Fir das Weitere sei also stets

L= (: b) €T ().
Mit Hilfe von L bilden wir

W L=(5%), =g ), n=(t 0 RO e

und setzen
D(Ly) = Py(L); i=1,2,3.

In [3] werden die eindimensionalen, unitdren Darstellungen von I'(2) angegeben durch

(15) D(A)=e* , D(B)=c* ; & B reell, D(L) =
Aus (10) und (15) folgt mit Satz 9%
D,(Ly — D, (L) = —38(b, a) = —3F 4(L),
®,(L)— Dy(L) = 38(c, d) = —3F 5(L).
In [1] wird noch ein direkter Beweis von (16) gegeben, indem (16) fiir L = E verifiziert

und gleiches Transformationsverhalten beider Seiten von (16) gegeniiber den Erzeugen-
den A und B nachgewiesen wird.

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, @ (L) selbst durch Gitterpunktsummen aus-
zudriicken. Aus der Funktionalgleichung (13) folgt

®(LA) = B(L) + 2; D(LB) = B(L) — 1 — 3 sig (c(2d — c)),

11;- (o P(L)—~Po(L)) +B(Po(L)—Po( L))
[+ .

(16)

10) Die folgenden Gleichungen sind die in der Einleitung erwdhnten Funktionalgleichungen fiir die o-
Funktion [3], in denen erstmalig Summen der hier untersuchten Art auftreten.
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und daraus
O(L) = 2F 4(L) — Fp(L) + 3X(L),

wobei X (L) folgende Bedingungen erfiillen muB:
X(LA)— X(L) =0,
X(LB) — X (L) = sig (¢c(c — 2d)),
X(E)=0.

X, (L) = F (L) 4 sig (cd) geniigt bereits

X,(LB) — X,(L) = sig (¢(c — 24d)),
jedoch ist

X, (LA) — X (L) = sig (¢(d 4 2¢)) — sig (cd) = 2(W (LA) — W (L)).
Wegen W, (LB) — W _ (L) = 0 erfiillt daher
X(L) = X,(L) — 2W,(L) = F 5(L) — 2W,(L) + sig (cd)

die beiden ersten Bedingungen und, wie man sofort sieht, auch die dritte X(E) = 0.
Es gilt also

Satz 14. @ (L) =2F 4(L) + 2F g(L) — 6 W (L) + 3 sig (cd).
Oder mit Satz 9
Satz 16. @ (L) = 2S5(b, a) — 25(c, d) — 65 (d, ¢} + 3 sig (cd).

§ 5. Ausdehnung einiger Ergebnisse der §§ 3 und 4 auf ganz T’
Mit
HL) = S(b, a)— S(b, d); L = (;‘ Z) €r
lautet Satz 10

f(L) = 0; LET(Q2).
Wir betrachten nun f(L) auf den anderen Restklassen mod I'(2):
Q) T, I'QU, 'Q)TU, I'(QUT, I'2)TUT.
Fiir L — (‘c‘ Z) € I'(2) ergibt sich
fILT) = S(—a,b) —S(—a,—¢)  ; p_ (b —a)
= —3S§(a, b) — S(a, c) ’ T \d —c¢/)°
Mit Satz 12 ist also f(L) = 0; L€I'(2)T.
Satz 7 liefert
f(LU)=i(a+b,a)—5(a+b,c+d) -LUZ(““'H’)
=§(1+sig(ab)~—sig(a—|—b)(siga—l—sigb))_—.O’ ¢ ¢+ d)’

also ebenfalls f(L)=0; Le€I'(2)U.

Auf den restlichen drei Restklassen verschwindet f(L) nicht, dafiir aber, wie man
mit obiger Methode leicht nachweist,

g(L) = S(b,a) + S, d); L = (j 3)”-
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Fiir
F(L) = S(b, a) + (—1)y@+v+e+D . S(h d); L — (;‘ Z)er
| f) fur L€{I(2), '(2) T, I'(2) U}
el tir LE{r@Q)TU, IQUT, I'2)TUT)
gilt somit F(L) = 0; L€T.

Diese Gleichung ist eine Erweiterung von Satz 10 auf I. Da mit (Z Z) auch

(3 :3)7 (Zl ;): (_: __Z)EF, folgt

Satz 16. S(a, b) = (— 1)ia+derd+l. (g o)
S(b, (l) — (_1)c(a+b+c+d) . S(b’ d) a b
S(e, d) = (—1)p@tvrerd L g(c gy T (c d
S(d’ C) — (_1)a(a+b+¢.‘+d)+1 . S(d’ b)

Betrachten wir nun das Verhalten der Funktionen S,(L); t=1,...,4 auf den
Nebengruppen von I'(2). Mit Satz 7 berechnet man

)er.

SULT) = —8,(L),
S(LU)  =—8,L), LEIQ2)

SALTU) = 8,0),

SULUT) = —8,(L) — S,(L) + & (sig (ala + B) — 1),

SULTUT) = S,(L) + S,(L) —l—%(sig (ala—1b) —1).

Entsprechende Formeln ergeben sich firr §,, §; und §,. Unter Benutzung dieser
Formeln 148t sich jede Beziehung zwischen den §,(L) mit L € I" auf den Fall L € I'(2)
zuriickfithren. In diesem Sinn erweist sich

Satz 17. (=D ((—D*—1)S(a, b) + (—1)°—1)S(b, a))

+ (=) (=D — 1S (e, d) + (—D)*—1)S8(d, ¢))
1,. . . . b
- §(s1g (ab) + sig (cd) + (—1)™ (sig (ac) + sig (bd))), L = ((cl d) er

als dquivalent mit Satz 11, kann also als dessen Erweiterung auf I" angesehen werden.

Interessant ist, daBl genau fiir jeden geraden Koeffizienten der Matrix L eine der
vier Funktionen §,(L) aus der obigen Beziehung herausfillt.

SchlieBlich gestattet auch Satz 15, also die Darstellung der Rademacherschen
@-Funktion durch die Gitterpunktsummen § eine Erweiterung, ndmlich ')

Satz 18. Fir L — (j Z)er; abed = 0 gilt

D(L) =uaS(a,c)+ BS(c,a) +ySb,d) + 6S(d, b) + o sig (ac) + 2 sig (cd)

o =—((—1)— (17 B=(—1"—(=1))
y=—( 431D o=(1+3—1)
o =145 (L4 (1) + (1) — (1)),

" 11) Die in [1] berechnete, fiir die ganze Modulgruppe giitige Darstellung (Satz 19) 148t sich mit Hilfe der
Sitze 16 und 17 in die hier angegebene, symmetrische Form bringen.

Journal fiir Mathematik. Bd. 226. 22
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§ 6. Der Zusammenhang der Gitterpunktsummen § und R mit den Dedekindschen Summen

Die Rademachersche @-Funktion ist, wie ihre Definition (12) zeigt, im wesentlichen
eine ganzzahlig gemachte Dedekindsche Summe. Es besteht also ein Zusammenhang
dieser Summen mit den Gitterpunktsummen S. Aus Satz 18 und (12) folgt sogar eine all-
gemeine Darstellung der Dedekindsummen durch die Summen §.

In diesem Paragraphen wollen wir die Verwandtschaft dieser beiden Summen direkt
aus ihren Definitionen (1) und (11), ohne den Umweg iiber die Rademachersche @-Funk-
tion und deren Transformationsverhalten ableiten.

Das soll auf zwei Weisen geschehen.

Erstens kann man die Summendarstellung von § so umformen, daB sich ein
einfacher Zusammenhang von S (und R) mit den ebenso benannten Hilfssummen in der
von H. Rademacher und A. Whiteman gegebenen Theorie der Dedekindsummen [7] er-
gibt, der es gestattet, die Gitterpunktsummen durch die Differenz dieser Hilfssummen
auszudriicken.

Dadurch fiigen sie sich in diese Theorie ein, was ihre Verwandtschaft mit den
Dedekindsummen arithmetisch aufdeckt.

Der zweite Weg besteht in einer geeigneten geometrischen Interpretation der
Summe rechts in (11), mit deren Hilfe man auch der Dedekindschen Summe s(g, ¢) den
bei der Definition von S(a, c) (und R(a, c)) auftretenden Streckenzug &(a, ¢) zuordnen
kann, wodurch sich ein mehr geometrischer Zusammenhang der Summen andeutet.

Sei nun fiir den Rest dieses Paragraphen a, ¢ ein teilerfremdes, nichtverschwinden-
des Zahlenpaar

(a,¢) =1; ac +=0.
Die in [7] benutzten Hilfsfunktionen sind

Jel =1 lel =1
swo= 3 (4] mea= 5 (2

Um die Gitterpunktsummen mit diesen Summen in

|
af/g}_ Verbindung zu bringen, versuchen wir, auch sie durch
f?/ die Doppelklammern auszudriicken. Figur 5 entnimmt
man
ig P — —sig((S(n—L))\n = le|
sig P,' = mg((a(n 2)))11,——1,2,...,[ D) ],
also
| a a
7T [51] (151 . 1
e s = 3w Eal2o-)
Fiir ungerades a ergibt das
lal—1
al— la]—1 2 . c
| |2 1. . 1 ‘2 . ¢ la n%;. s]g ((—‘; n)); (C, 2) = 2,
sta,0 =2 s (5 (r—3))) =2 sel(F (5 ) =T

o) -

lal—1

(17) S(a, ¢) = (—1)° :2‘.1‘ sig((—% n)) i (a,2) = 1.
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Aus Figur 5 liest man auch noch die folgende Relation ab:

[
(18) R(a,c)— S(a,c) = 1:2‘.,‘1 sig ((—Z— n)) ——% (1 + (—1)°) sig (ac).

a—siga
2

Der letzte Term ist der Beitrag des Punktes (% /
tritt. Aus (17) und (18) folgt

), der nur bei geradem c auf-

lal—1 lel—1
2
[

2 ] 1 '
R(a,¢) = (—1)° X sig ((i n)) + X sig ((i n)) — 5 (1 + (1)) sig (ac)
n=1 \ a n=1 a 2
fiir ungerades @, was man auch in der folgenden, symmetrischen Gestalt schreiben kann:

[IaI2—1 ] ¢ 1 .
R(a,c) = ((——1)c ?1 sig <(Z n)) — 5 818 (ac) (1 + (——1)0))
lel—1
e 1 ]
— ((_1)41 gl; sig ((? n))———2— sig (ac) (1 + (—1 ))
Da beide Seiten von (19) schiefsymmetrisch in a, ¢ sind und wegen (@, ¢) = 1 mindestens
eine dieser Zahlen ungerade ist, gilt (19) allgemein.

(19)

Es ergeben sich noch eine ganze Reihe weiterer Beziehungen, zum Teil auch solche,
in denen die Gitterpunktsummen selbst nicht auftreten. Wir teilen hier einige ohne
Beweis mit:

S(a, ¢) + S(c, a) = ——% ng,‘i sig ((—2(% n)) —l——é—sig (ac); (¢, 2) =2
Mmd=—%1ﬁ%«ﬁw»ﬂmm=mm=i
S(a,c) = —% nl: sig <_(Ec_ n)) (—1" + %sig (ac); (c,2) = 2.

Aus (17) und der letzten Formel folgt

|a| —1

22' sig((c ))—{—2 E,‘lsag((2 ))(——1)”=%sig(ac); (c, 2) = 2.

n=1

Der Zusammenhang der Gitterpunktsummen mit der Differenz der Hilfssummen R’ und

S’ ergibt sich nun aus
sig ((0) =2 (@) — (e —3 ),

L 5]
(20) D(a,¢) = R'(a,c) — S'(a, ¢) = — 7 ; a%@ﬁ»
Mit (20) folgt aus (17) und (19)

also

21 S(a,c) = —2(—1)°- D(c, a); (a,2) =1

und
(22) R(a, ¢) = 2(—1)*D(a, ¢) — 2(—1)°D(c, a) + —% sig (a¢) ((—1)* — (—1)%).

22*
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Die entsprechende Darstellung von S(a, ¢) fiir gerades a berechnen wir aus (21) und (22)
mit Satz 8:

(23) S(a,c) = 4&D(a,c) + 2D(c, a) + sig (ac); (a, 2) = 2.

Der Zusammenhang der Gitterpunktsummen mit den Dedekindsummen ergibt sich da-
mit aus den in [7] aufgestellten Beziehungen zwischen den Dedekindsummen und den
Hilfssummen R’ und S'.

Wir wollen nun noch zeigen, auf welche Weise man der Summe

w3 () () womt ore

pmode \\ C ¢

den auch zur Gitterpunktsumme §(a, ¢) gehorigen Streckenzug &(a, ¢) zuordnen kann.
Sei fiir das Folgende a, ¢ > 0. Eine einfache Umformung ergibt

1 1
(25) 5(0,0) = — (g, ) — 7 (c—1)
mit!?)
(26) ra, o) = X ulap.,

wobei {z}, erklart ist durch
{z}, =zmody; 0 < {2}, <y; y >0.

Léauft g von 0 bis ¢, so muBl ax genau a mal zu {au}, reduziert werden. Die Berechnung
von r(a, ¢) lduft nun im wesentlichen auf die Bestimmung dieser ¢ Reduktionsstellen
tes t=1,2, ..., a hinaus. Sei

w—Na<icZua; i=1,2,...,a

(27) L RPN

i a= 1
Damit erhalten wir fiir r(a, c)

a0 = 3 plaphe = Z plap)—e( £ ut Tttt 5o

(28) p= K=l H=lg b=pq
ra, o) =< 3 (ut— p) — = ac(e—1).
25 6
Aus (25) und (28) folgt l\?‘
Za|
a |
$(a,€) = 5 3 (4 — ) | Glag T 74
0 1a., | Hat s
L= =g+ ;5 |, AT
! as1
(a,¢) =1; a,¢c >0. l& - _Jl“ z,ua:[
In Figur 6 ist der Zusammenhang der u, i _‘r Sty
mit dem Streckenzug &(a, ¢) fir unge- t—zu, =
rades a dargestellt. Figur: 6

12) r(a, c) steht in einfacher Beziehung zu der bei C. Meyer (Crelle-Journal 198 (1957)) auftretenden Inver-
sionszahl I(a, ¢) (Formel (5. 10)). Genauer gilt:

I(a,¢) + -i’—r(a,e):(c—l) (c—%); @e)=1a,¢>0.
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§ 7. Bestimmung der Summen R und S mod 4 und ihr Zusammenhang
mit den quadratischen Resten
Es besteht die Kongruenz

(a’ C) = 17 (aa 2) = 27 (C, 2) =1
(30) S(a,c) = %(02-3a0+4a—1) mod 8.

Beide Seiten von (30) zeigen némlich, wie man Satz 7 entnehmen kann, mod 8 gleiches
Transformationsverhalten gegeniiber den Substitutionen a, c— a, ¢ + 2a; a,c—>a + 2¢, c.
Fir das Zahlenpaar 0,1 gilt (30). Da sich aber alle Zahlenpaare a, ¢, die den Voraus-
setzungen von (30) geniigen, durch die angegebenen Substitutionen aus dem Zahlenpaar
0, 1 ableiten lassen, ist (30) bewiesen. Aus (30) folgt
(@, ¢) = 17 ((l, 2) = 2
(31)

S(a,c) = %acmod 4,

Wir leiten nun mit Hilfe des verallgemeinerten GaufBlschen Lemmas eine weitere Kon-
gruenz ab. Dieses Lemma besagt:

Sei (@, ¢) = (¢,2) =1;a =0, ¢c >0, dann gilt
a m
(32) (%)= =,
wobei (%) das Jacobisymbol bedeutet und m die Anzahl der ganzzahligen Lidsungen von

—le|<az)—cRy) <0, 0 <22 < ||

ist. a(2x) — ¢(2y) = 0 entspricht der Geraden 2y = %23: und a(2z) —c(2y) = — | ¢|
der Geraden 2y = %2x + si;a , m ist also die Anzahl der Gitterpunkte der Art P

im Gebiet G (Figur 7). Zun#chst sieht man, daB alle
Gitterpunkte der Art P® in G auf dem zur Summe &
S(a, ¢) gehorigen Streckenzug S(a, c) liegen. Weiter

ist zu erkennen, daB genau zu jedem Punkt P% auf &
,,oberhalb‘‘*®) von ¢, der nicht in G liegt, ein Punkt der

Art P! auf & kommt, der ,,oberhalb**) von o liegt.

Daraus ergibt sich
(a,¢) =(¢,2) =1;a+0,¢c>0

R(a, c) — S(a, ¢) = Zm——%(c— 1),

woraus mit (32) folgt
(a,c)= (0’2)2 1, a+0,¢>0

R(a,c)— S(a,c) = (%)-—%(c + 1) mod 4.
(33) gilt auch fiir @ = 0, also ¢ = 1. Mit Satz 8 erhalten wir

(@, ¢) =(c,2)=1;¢>0
S(c, a) = (—1)° ((%)—%(c + 1)) mod 4.

18) Fiir a < 0 lese man ,,unterhalb®.

(33)

(34)
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Aus (31) und (33) ergibt sich

(@,¢)=1, (a,2)=2,¢>0

a

(35) R(a, ¢) E(_)-F%(ac—c——l) mod 4.

c
Unter Benutzung von Satz 5 folgt weiter aus (34) und (35)

36) R(a,c) E%—ac—c —l—%mod 4; (a,¢) =(a,2) = (¢,2) =1; a,¢c > 0.

Aus (33) und (36) berechnen wir schlielich
(a,¢0) =(a,2) = (¢,2) =1; a,¢ >0

37 S(a, c)s——(%)—}-%ac——;—c—l—lmodé.

Damit sind die Summen R und $ mod 4 bestimmt. Thr Zusammenhang mit den quadra-
tischen Resten liegt im Bestehen etwa der Kongruenz (33), in welche das Jacobisymbol
durch das verallgemeinerte GauBsche Lemma hineinkommt. Das GauBsche Reziprozitits-
gesetz, das wir ebenfalls als Kongruenz mod 4 schreiben kénnen:

(a,¢) = (a,2) = (¢,2) =1; a,¢ >0
(38) (ﬁ) + (£> = 2(1 + (a——i)é(c— 1)) mod 4

4 a

ist nach (33) gleichbedeutend mit der Kongruenz

S(a, ¢) + S(c, a) E%(a +c+2)—2(1 + (“_1)4(0—1))mod4,

die sich vereinfachen 148t zu
(a,¢) = (a,2) = (¢, 2) =15 a, ¢ >0

(39) S(a,c) + S(c, a) = —%— (ac—1) mod 4.

Unter den Voraussetzungen von (39) ergibt sich aus (34) und (37)
a 1 1 1 1
S(a,¢) + S(c, a) = —2(—5) —|—§c —I——2~+—2—ac + 1—§cmod 4,

Wir konnen hierin fiir das Jacobisymbol —1 einsetzen, da ein eventueller Fehler
kongruent 0 mod 4 ist. Dann wird aus der obigen Kongruenz aber gerade die Kongruenz
(39). Damit ist (39), also auch das GauBsche Reziprozitdtsgesetz bewiesen. Da bei der
Ableitung der Kongruenz (33) das Gauflsche Lemma benutzt wurde, handelt es sich
jedoch nicht um einen wesentlich neuen Beweis.
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